1 Rovnica kuze lose €ky 11.01.16 23.12.15

V tejto a v nasledujiicich kapitolach pracujeme kiidovskej rovineE?, v ktorej je zadana
afinné sustava saradnic.

1.1 Definicia(Predbezna definicia kukeseky)
Kuzdose’ka Qje mnoZina bodov v rovine vyjadrena vadom na aktualnu afinnu sustavu
suradnic kvadratickou rovnicou s realnymi koefitnein

(1.1) ax + 2bxy+ ¢y’ + 2dx+ 2ey+f=0, @, b,c)# (0,0, 0).
UZito¢ny byva mierne upraveny tvar rovnice kbdseky:
(1.2) @x+by+d)x+ (bx+cy+ey+ (dx+ey+f)=0.

Niekedy sa namiesto ,kuPeseka s rovnicouaxt + 2bxy+ cy’ + 2dx + 2ey+ f = 0“ hovori
striine kuzdosekaax’ + 2bxy+ cy? + 2dx + 2ey + f = 0 alebo ,kuZz&oseska (1.1)“.
Rovnicu (1.1) stréne zapisujeme v podobe

(1.3) a(x, y) =0.

1.2Rovnicu (1.1) méZeme vyhodne zapipamocou matic. UvaZzujme symetrick( maticu
a b d

(1.4) Q=|b c e|, @bc)z(0,0,0),
d e f

ktorej hovorimmatica kuzéose’ky (vzhfadom na aktualnu sustavu saradnic).
Rozsirené afinné stradnice bodu zapisujeme akokéibdy sipcovej matice

X
X =ly|l=(xy1"
1
Rovnicu (1.1) méZzeme potom prepisio podoby
(1.5) XTox"=o0.

(Symbol" vyjadruje transpoziciu matic&ize X™ = (x y 1)).
Ked budeme hovotio blizSie neutenej kuzéosetke, budeme mysliekuzd’oseku Q urce-
nu rovnicou (1.1yesp. maticovou rovnicou (1.5).

V nasledujucom priklade uvedieme prostrednictvomadsiiic elipsu, hyperbolu a parabolu.
Ich geometrické definicie bez vyuzitia suradniw s@pitole 9.

1.3 Priklad Elipsa, hyperbola a parabola z patiu analytickej geometrie.

a) Rovnica

X2 2

(1.6) ?+J§—1: 0, o=+1, ab>0
vyjadruje vlubovd’nej kartezidnskej sustave suradalipsupre o =1, alebohyperbolupre
o =-1. Pri elipse, teda afx = 1, obvykle predpokladame, ae= b > 0. Vtedy prea=b =r
vyjadruje rovnica (1.6kruznicus polomeromr a so stredom v Zatku sustavy suradnic.
Z toho doévodu budeme kruznicu obvykle povazoxa Specialny pripad elipsy, pokiaa
nezdoérazni opak.

Pre a=b a o=-1 vznikne rovnoosova hyperbola O hyperbolach s rovnicami
Xéla? = y?Ib? — 1= 0 ay?/b® — x*/a® - 1= 0 hovorime, Ze s navzajdmnjugované

Casto je vyhodné rovnicu elipsy resp. hyperboly) tapisé v trochu inom tvare

(1.7) b + oa’y? —a’h?=0, 0 =+1, a,b> 0.
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Elipsa (aj kruznica) resp. hyperbola s rovnicoé)na maticu

1
= 0 0
1
Q=] O UF 0
0 0 -1
b) Rovnica
(1.8) Y —2px=0, p>0
vyjadruje vlubovd’nej kartezianskej sustave suradpécabolu Parabola ma maticu
O 0 -p
Q= 0 1 o0 |. O
-p 0 O

1.4Vieme, ze pri transformacii afinnych saradnic starg" sturadnicex y) a ,nové" surad-
nice ', y) boduX zviazané transforndaymi rovnicami
(1.9) X = auaXi + a1oX + o |
Xo = 8p1X) + 8poXe + A0 J
(podrobnejSie pozri Dodatok 1.) Maticovy zapis riavfl.9) je
(1.10) x"= Fix'",

kde
dq dp Ao X1 X
Fr=layaypayy|, X =[X|, X =x]
0 0 1 1 1

Po dosadeni z (1.10) do (1.5) ti@&a strana rovnice (1.5) tvit™ [(F" QEF)X'", preto plati
nasledujuca veta.
1.5 VetaPri zmene suradnic (1.10) sa matica Kageky transformuje pokh predpisu

Q =FTQF". O
1.6 Definicia a poznamkaHodnog kuzéoseky je hodnos jej matice. KuzBoseka jeregu-
larna alebosingularnapod’a toho,¢i jej matica je regularna alebo singularna, teddlado-
ho, ¢i determinaniA = detQ je nenulovy alebo nulovy.
Cislo A sa nazyvaeky diskriminantovnice kuzgoseky. Zrejme

(1.11) A = acf+ 2bde- cdf - ae? — bf.
Hodnos kuzd'ose&ky mbze nadobudahodnoty 1, 2 a 3. V prvych dvoch pripadoch je kuze
losetka singularna, v tt®m regularna.
1.7 Priklad Kuze'osetka s rovnicou
x-m?+(y-n?+r?=0, r>0
je regularna kudimsetka a je zrejmé, Zze nema zZiadne body. Ak je aktudlrstava suradnic

kartezianska, uvazovanu kilibse€ku v sulade s tradiciou nazyvanmaaginarna kruznica
Pribuzné rovnica

Xla® +yIb*+1=0, a>b>0
vyjadruje v afinnej sustave suradnic tamaginarnu elipsu O

1.8 VetaHodnos kuzd'ose&ky nezavisi od sustavy suradnic.
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Dokaz Z vety 1.5 vyplyva, zeR™) @' = QEF". Pretoze maticeF(")™* a F" st regularne,
dostavame, Ze pet nezavislych §hcov maticeQ’ sa rovna pétu nezavislych $pcov matice
(FM' a paet nezavislych riadkov matic®@F" sa rovna peétu nezavislych riadkov mati-
ceQ. Teda hodnasmatice kuzBoseky nezavisi od sustavy suradnic. O

Obdobnymi postupmi sa na zaklade vety 1.5 da daokdeavSetky WalSom uvadzané pojmy
a vlastnosti tykajuce sa kudseiek formulované prostrednictvom suUradnic nezavisia od
vol'by sustavy suradni&onkrétne previerky tohto faktu prenechavatitatel’ovi.

1.9 Priklad Pol’adom na matice v prikladoch 1.3a,btmjgsme, Ze elipsy (vratane kruznic),
hyperboly a paraboly su reqularne kKigsky. O

1.10 Priklad Kuze’'oseka s rovnicou

X -y =0
je singularna kuzsetka hodnosti 2Lavu stranu jej rovnice mdéZzeme rozikdzi

X =y = (x—y)(x+y),
preto uvazovana kufeseka jedvojica roznobeziek rovnicami

Xx-y=0, x+y=0. O
1.11 Priklad Kuzd'os&ka s rovnicou

X +y' =0
je singularna kudimsetka hodnosti 2. Sklada sa z jediného b@ds (0, 0). Nad pom kom-
plexnychéisiel mé6zemé&avu stranu rovnice rozldZi

Xy = (x = iy)(x + y),
preto v sulade s tradiciou hovorime, Ze Koieka je zjednotenim dvoch navzajom kom-
plexne zdruZzenych imaginarnych réznobeziek s ramic

x—iy=0, x+iy=0,
ktoré sa pretinaju v bode = (0, 0). Tato kuZéoseka sa tradine nazyvadvojica imaginar-
nych réznobeziek (]
1.12 Priklad Kuzd'os&ka s rovnicou
x*-1=0
je singularna kuzsetka hodnosti 2Lavu stranu jej rovnice mdézeme rozidzi
X2—1=(x-1)x+ 1),
preto uvazovana kufese&ka jedvojica rovnobeziek rovnicami
x-1=0, x+1=0. O
1.13 Priklad Kuzd’'os&ka s rovnicou
X¥+1=0
je singularna kuz®setka hodnosti 2. Je to prdzdna mnozina. NabpokomplexnycKisiel
mobzeme’avu stranu rovnice rozlazi

X2+ 1= (x—i)(x+i),
preto opd v sulade s tradiciou hovorime, Ze Kigska je dvojica imaginarnych rovnobe-
Zieks rovnicami

Xx—1=0, x+i=0. O
1.14 Priklad Kuze’os&ka s rovnicou
=0

je singularna kuZz®seka hodnosti 1. Jej rovnica je ekvivalentna s rowaig = 0, preto tato
kuze'oseka je priamka, a sice gsVzh'adom na rozklad
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X2 = XX
v sulade s tradiciou hovorime, Ze kidska jedvojnasobna priamka rovnicoux = 0.

1.15 Poznamky INiektoré z predchadzajucich prikladov mozno zobsgeat’ takto (podrob-
nosti prenechavamstate’ovi): Ak p; resp.p, su priamky s rovnicanma;x + byy + ¢; = 0 resp.

% ~

aX + by + ¢, =0, tak ich zjednotenie je singularna kidsska s rovnicou
(aaX + by + C1)(ax + by + ¢) = 0.
2 Pomocou vhodnej transformécie sustavy suradnizri(petu 8.1) sa da dokazae
* kruZnica, elipsa, hyperbola, parabola, imaginamekica a imaginarna elipsa pred-
stavuju vSetky regularne kuzeseky,
» dvojica réznobeziek, dvojica rovnobeziek, dvojioaaginarnych r6znobeziek a dvoji-
ca imaginarnych rovnobeziek su vSetky singularnaglase&ky hodnosti 2,
» dvojnasobna priamka je jedina singularne Kozetka hodnosti 1.
V dalSom sa budeme venavaajma regularnym realnym kuzese&kam, teda kruZniciam,
elipsam, hyperbolam a parabolam, dkastatné zo svojich Uvah Uplne newjeme.

1.16VSimnime si kuzBoseky Qq: ¥* +y* + 1=0 aQ,: xX* + 1= 0. Obom rovniciam nevyho-
vuje ani jeden bod, preto paddefinicie 1.1Q; =0 = Q,. V prikladoch 1.4 a 1.13 sme ale
zistili, Ze prva kuzkose&ka je regularna a druha singularna, preto by bepsie povazova
ich za r6zne kuZeseky. Vychodiskom z dilemy je novy pristup k definova kuZé'oseky.

1.17 Definicial. Kuzdose’ka je v kazdej afinnej sUstave suradnic¢ama rovnicou tvaru
(1.1) resp. symetrickou maticou tvaru (1.4). Honwiorovnici kuzéose’ky resp. omatici
kuzdose'ky.

2. Dve rovnice resp. dve matice&uju v rovnakej sustave suradnic rovnaku Koseku, ak
jedna je (nenulovym) skalarnym nasobkom druhe.

3. MaticeQ aQ' uréuju v r6znych afinnych sustavach suradnic rovnakidlosetku, ak

Q' =kFTF" kdeF"je transform&na matica medzi stistavami stradnkcze0.

4. Bod kuzéoseky je kazdy bod euklidovskej roviny, ktorého suraénighovuju rovnici
kuze'oseky.

Kuzelos&ku urcenu v aktualnej sustave suradnic matiQobhudeme ozr@va’ Q. Hoci pod-
l'a tejto definicie kuzmse&ka uz nie je mnozina bodov, skttmg’, Ze bodX je bodom kuze-
rose&ky Q budeme ndialej vyjadrovd frazou, Ze bodX lezi na kuZzBoseke Q a budeme
to zapisové doterajSim spdsoboX]Q.

1.18 Poznamkyo afinnych transformaciach kuzeseky.

1. Pri novom pristupe ku kuPese&kam je veta 1.5 ttwu ¢ag’ou definicie 1.17.

2. Na druhej strane, komplikuje sa zobrazovanie kogiek transforméciami roviny, lebo
uz nestai jednoducho zobrazovdody kuz&os&ky, musi sa transformovaej rovnica:
Uvazujme kuZBosetku Q s rovnicoug(x,y) = 0 a afinnu transforméaciu E? - E? s rovnicami
(112) X ZapX+ a2y + g0 1

Y =agX+ ay + ax
Potom kuZgoseka f(Q) je urena rovnicouy(f *(x,y)) = 0. Rovnica transformovanej kuze
seky teda vznikne tak, Ze z rovnic (1.12) vyjadrimg)(pomocou X,y'), dosadime do rov-
niceq(x,y) = 0 kuz&oseky Q a nezname og&apiseme symbolnxj y.
3. Bodmi transformovanej kukeseky f(Q) su prave obrazy vSetkych bodov kigsky Q.

4. Rovnica kuzBoseky f(Q) v pdvodnej sustave suradnic je totozna s rovnie@ad’ oseky
Q v sustave suradnic, ktorej repér (t.jciabok a jednotkové vektory) vznikne z repéru po-
vodnej sustavy suradnic transformaciou



5. Kuzd'oseky Q aQ' suafinne ekvivalentnéesp.zhodnéresp.navzajom podobneék jedna
vznikne z druhej afinnou transformaciou resp. zlostou resp. podobnésu.

1.19. Priklad Posunutim kruznice® + y* —r?=0 so stredom v z#tku O slstavy stradnic
o vektor u = (u,v) vznikne kruZnica s rovnicoux € u)®>+ (y-v)>+r?=0, teda kruZnica

s rovnakym polomerom, ale so stredom v b@de u. Dévodom je skuttnog’, Ze inverzna

transformacia k uvazovanému posunutiu je posunatiektor —u, teda jej rovnice su

X=X —u, y=y —Vv. Rovnicu posunutej kruznice mézeme prepida Standardného tvaru
(1.1) akox® + y* — 2ux— 2vy - r> + U’ + V* = 0. O

1.20 Priklad Kazdé dve kruznice su navzajom podobné. Naozagwjne kruznice
ki (x—m)?+(y-n)’-r?=0, r;>0,i=1, 2.
Prery # r, trpezlivym p@itanim dostaneme, Ze roviahlog’

X = (rafro)x + (Mp— (rfry)my) |
y = (dr)y + (2 — (r2lrn)
transformuje kruznicly do kruZnicek, (Gloha 1.24.9). O

1.21Tazkosti spominané v odseku 1.16 vznikajl iba prekesekach, ktoré majd malo bo-
dov, presnejSie ak maju najviac jeden bod. V sukttadiciourealna kuzéose’ka je kuze-
rosetka s aspd dvomi bodmi (vtedy ich ma nekotree véa). V op&nom pripade hovorime

o imaginarnej kuzkose’ke Hovori sa tiez dodovo realnej kuZese’ke resp. dormalne re-
alnej kuzéose’ke

Neskor uvidime (veta 8.7), Ze vo vhodnej afinnejtave suradnic ma kazda imaginarna ku-
Zelosetka rovnicu z prikladov 1.7, 1.11, 1.13.

Posledné dve vety tejto kapitoly uvadzame bez ddkaloha 1.24.8).

1.22 Veta Ozn@&me 3 =ac- b?>, A=de. Potom kuZEoseka je imaginarna prave vtedy,
ked’ je splnena jedna z podmienok

0>0 aaA>0 (imaginarna elipsa resp. kruznica),
A=0 ad>0 (dvojica imaginarnych réznobeziek),
A=0 ad=0 aaf-d*>0 (dvojica imaginarnych rovnobeziek). [

1.23 Vetao ukeni kuzéoseky: Kazdymi piatimi bodmi roviny, z ktorych ZiadSgyri nele-
Zia na priamke, prechadza prave jedna koge&ka. O

1.24 Ulohy

1 a) Dokazte, Ze graf nepriamej umerngstik/x, X # 0, je kuzéosetka a zostavte jej maticu.
b) Je uvaZzovana kubeseka singularna lebo regularna? [Regularna.]

c) Najdite rovnicu kuZoseky y = k/x, k>0 v sustave suradnic, ktora vznikne z pévodnej
kartezianskej sustavy suradnicanim o 45 stufov okolo z&iatku sustavy suradnic.

[x%a? - y?la® - 1= 0, kdea = V(2K).

Navod: Uvazované otenie sUstavy suUradnic vyjadruju rovnice = (V2/2)X — (V2/2)y,
y=(22)X + (V2/2)y']

d) Ide o niektort zo znamych kubseiek? [Hyperbola (rovhoosova), pozag’ c).]

2 Dokazte, ze afinna transformacia= (a/r)x, y = (b/r)y zobrazuje kruznicu s rovnicou
x* +y? - r?=0 na elipsu s rovnicoxf/a® + y*/b’ - 1= 0.

[Navod: x?/a® + y?/b? — 1= 1% (¢ + y* - r%).]

3 Zastavova konstrukcia bodov elipgay Dokazte, Ze afinna transformagias x, y' = (b/a)y
zobrazuje kruznicux®+y*-a’=0 na elipsu x¥/a®+y/b*-1=0 aZe transforméacia
X = (a/b)x, y =y zobrazuje kruZnice + y* — b? = 0 na rovnaku elipsi/a® + y*/b* - 1= 0.



b) Zo z&iatku sustavy suradnic vypiie 'ubovd’nu polpriamku a zostrojte na nej boklly N
tak ze,|OM| = a, |[ON| = b. BodomM resp.N ved’te rovnobezku s osoQy resp.Ox. Dokézte,
Ze priesénik tychto priamok leZi na elips@&a® + y’/b* — 1= 0.

4 a) Dokazte tvrdenia 3, 4 z poznamky 1.18.

b) Porovnajte hodngéskuz&’oseky Q s hodnotou jej afinného obrazifQ).

"5 Doké&Zte tvrdenie z poznamky 1.15 o zjednoteni dyo@amok.

6 a) Najdite nutnu a postajucu podmienku, aby rovnica (1.1) vyjadrovala kiga a utte
jej stred a polomer.

b) Aka kuzé&oseka vznikne, ak nie je splnena nerovhasrysledkutasti a)?
[a)a=c#0,b=0,a(d+ e -a*) >0.S= (-d/a, —€/a), r’ = (d* + &€ - a*f)/a°. b) Imaginarna
kruznica alebo dvojica imaginarnych r6znobeZieki{pd 1.7 alebo 1.11).]

*7 (Zvazok kuzéoseiek) Uvazujme navzajom rozne kubseky Q; aQ,, ich rovnice za-
piSme v zjednoduSenom tvagex,y) = 0 ag(x,y) = 0. Prelubovd’né konStantyl,40IR uva-
zujme tretiu rovnicug(x,y) = 0, kdeq(x,y) = Aqi(x,y) + (X.y).

a) Dokazte, Ze pre takmer vSethy/IR rovnicaq(x,y) = 0 ukuje kuz&oseku a sformulujte
vynimky. SU medzi kudzese&kamiq(x,y) = 0 aj kuz&oseky Q; aQ,?

b) Co moZno povedao kuZz&osekach zvazku weného dvomi kruznicami?

"8 (D6kaz vety 1.23 pomocou zvazkov kidsgiek) Nech Ziadne tri z bodof, Ay, As, A4
nelezia na priamke a ne€h resp.Q. su kuzéose&ky tvorené dvojicami priamoRyA, AsA4

resp.AjAq, Az, As.
a) Dokazte, ze kazda kubseka zo zvazku weného kuzkose&kami Q; a Q. prechadza

bodmiAg, A, As, As.

b) Dokazte: Ak Ziadne Styri z danych piatich bodwlezia na priamke, tak medzi danymi
bodmi existuju také Styri, Ze Ziadne tri z nicheZéh na priamke.

c) Dokéaze vetu 1.23. [Navod: postupne vyuzite tardecasti b), a).]

"9 Podrobne spracujte priklad 1.20. [Navod: Kazdanobahlos® v rovine méa rovnice
X =cx+d, y = cy+ e KonStantyc, d, e urcte tak, aby sa rovnica kruzni&g zmenia na rov-
nicu krek. Asi vas rychlo napadne, Ze mozno palazf ro/r; (alebo tiezc = —r,/r;). Neza-
budnite na moznos; =r2.]

"10 Presvedte sa, elipsa resp. hyperbof#a® + x°/b> — 1= 0 méa v sUstave slradnic sGiak
kom v bodeV = (-oa, 0) rovnicu

(1.13) V2 = 2px + (—opla)X,

kdep = b%a. (Vo vysledku sme suradnice oziteopét’ x, y.) Vznikla tzv.vrcholova rovnica
elipsy resp. hyperbojyislo p sa nazyvgparameter elipsy resp. hyperbolySimnite si pri-
buznos s parabolou.

Oproti rovnici paraboly dodatay ¢len (~op/a)x’* vo vrcholovej rovnici (1.13) je pre elipsu
zaporny a pre hyperbolu kladny. Nazvy elipsa a Hypla pochadzaju zo starogté@y a zna-
menaju vynechanie a prebytok, parabola znamen&/pange. Nazvy kuZmseiek suvisia aj
s inymi ich vlastnog&ami, pozri odsek 9.12.



2 Priamka a kuze Fose €ka. Asymptoticky smer

2.1 Uvazujme kuzbose&ku Q s rovnicou (1.1) a priamkoiurcend bodomM = (m, n) a (nenu-

lovym) vektoromu = (u, v). Priamkup vyjadrime parametricky. BoX =M +tu je spold-

nym bodom priamky a kuz&oseky Q prave vtedy, ké jeho parametdrvyhovuje rovnici
a(m + tu)? + 2b(m + tu)(n + tv) + c(n + tv)? + 2d(m + tu) + 2d(n + tv) + f = 0,

teda rovnici

(2.1) Af + 2Bt+C =0,

kde

(2.1.A) A=alf + 2buv+ eV,

(2.1.B) B = (am+bn+d)u+ (bm+cn+e)v = (au+bvym+ (bu+cv)n + du+ ey,
(2.1.C) C = ant + 2bmn+ cr? + 2dm+ 2en+f.

2.2 VetaPre priamku a kufese&ku z odseku 2.1 nastava prave jedna z moznosti:

1. Az 0, B*- AC> 0: Rovnica (2.1) ma dva rozne realne korene. Fkéama s kuZose-
kou spol@né dva rézne body.

2. Az 0, B>~ AC=0: Rovnica (2.1) méa jeden dvojnasobny koreriamka ma s kuFese-
kou spol@ny prave jeden bod.

3. A% 0, B> - AC< 0: Rovnica (2.1) nema reélne korefeiamka kuZBosesku nepretina.

4. A=0, B#£0: Rovnica (2.1) je linearna a ma prave jedenikoPegiamka ma s kufese-
kou spol@ny prave jeden bod.

5. A=B=0,C# 0: Rovnica (2.1) nema ziadny kdrd’riamka kuZBose&ku nepretina.

6. A=B=C=0: Rovnica (2.1) je splnena pre vSetkiR. Priamka leZi na kuZeseke. [

2.3 DésledokPriamka, ktora obsahuje tri rozne body Kiasetky, leZi na kuzkoseke. [

Pripomeéme, Ze jednorozmerny vektorovy podpriestor euklgkého priestord’ubovdnej
dimenzie sa nazyvamer Smer je uteny nenulovym vektorom alebo priamkou. MozZno teda
povedd, Ze dve priamky su rovnobezné prave vtedy, k&ju rovnaky smer.
2.4 DefiniciaAsymptoticky vektor kulese’ky je vektor, ktorého suradnice vyhovuja rovnici
(2.2) au’ + 2buv+ ¢/ = 0.
Asymptoticky smer kudseky je jednorozmerny vektorovy podpriestor roviny, iéioo kaz-
dy vektor je asymptoticky.
Dvojnasobny asymptoticky smer kioge’ky je smer uteny sustavou rovnic
(2.3) au+bv =0 |

bu+cv =0.)
Jednoduchy asymptoticky smer Kiode’ky je asymptoticky smer, ktory nie je dvojnasobny.
2.5 Poznamkaa) Priamka ma asymptoticky smer Vatlom na kuZ@mseku Q prave vtedy,
ked’ koeficientA v rovnici (2.1) je nulovy, teda prave vtedy,dké&ch spol@né body utuje
linearna rovnic@Bt + C = 0. Teda vo vete 2.2 ide o pripady 4, 5, 6.

b) Dvojnasobny asymptoticky smer je asymptotickgsrtebo

au? + 2buv+ ¢V = (au + bv)u + (bu + cv)v.
c¢) Nulovy vektor je asymptoticky vektor. Podprigsggnerovany nenulovym asymptotickym
vektorom je asymptoticky smer, leb¢ku)® + 2b(ku)(kv) + c(kv)? = K3(al? + 2buv+ c\VA).
d) Paet asymptotickych smerov kuzeseky ja dany pétom po dvoch linearne nezavislych
asymptotickych vektorov.
e) Asymptotické vektory kufeseky alternativne opisuje maticova rovnica




(2.4) uTm"=0
kdeU"= (uv 0)' je matica rozsirenych stradnic vektara (u, v).

2.6 DefiniciaSenica kuzéose’ky je priamka, ktora ju pretina v prave dvoch réznigodoch
(veta 2.2, pripad 1) alebo ju pretina v jedinomebadna asymptoticky smer (veta 2.2, pripad
4).

Dotycnica regularnej kuZése’ky v bodeP je priamka, ktora kuZeseku pretina v jedinom
bodeP a nema asymptoticky smer (veta 2.2, pripad 2). Bgdbod dotyku do@nice Priam-

ka iduca bodom dotyku kolmo na détycu kuzéoseky sa hazyvaormala kuzéose’ky.
Asymptota regularnej kufese’ky je priamka, ktora kufeseku nepretina a ma asymptotic-
ky smer (veta 2.2, pripad 5).

2.7 PoznamkaRychly spdsob vyptu dotynice v danom bode kuPese&ky nam da veta
4.3a, vypdet asymptoty najdeme v tlohe 5.11.7.

¥ a
2.8 DefiniciaCislo & = ac-b* = sa nazyvamaly diskriminantrovnice kuzéoseky.

C
(Stretli sme sa s nim uz vo vete 1.22. Je to detamhsustavy (2.3).)

Kuze'os&ka s rovnicou (1.1) mélipticky typ hyperbolicky typaleboparabolicky typpod’a
toho, & maly diskriminant rovnice kufeseky & = ac - b? je kladny, zaporny alebo nulovy.

2.9 Priklad Sami sa presveéte, Ze

a) elipsa, kruzZnica, imaginarna kruznica a imagiadlipsa ma elipticky typ,

b) hyperbola ma hyperbolicky typ,

c) parabola ma parabolicky typ,

d) dve navzajom rézne rovnobezky, dvojica imagigénnrovnobeziek a dvojnasobna priam-
ka (priklady 1.12, 1.13 a 1.14) su kidseky s parabolickym typom,

e) dvojica réznobeziek (priklad 1.10) a dvojica gimérnych réznobeziek (priklad 1.11) su
kuze'oseky hyperbolického typu. O

2.10 VetaTyp kuzéoseky uréuje paet jej asymptotickych smerov a naopak:

a) Kuzé'oseka eliptického typud > 0) nema asymptotické smery.

b) Kuze’'oseka parabolického typw(= 0) ma prave jeden asymptoticky smer, a ten je-dvoj
nasobny asymptoticky smer.

c) Kuzg'oseka hyperbolického typud(< 0) méa prave dva asymptotické smery, oba su jedno-
duché asymptotické smery.

Dokaz Nech najpna = 0. Vtedyd = —b? < 0 a rovnica (2.2) ma tvaf2bu + cv) = 0. Pred < 0

je b# 0 arovnica (2.2) ma prave dva jednorozmerné pesfory rieSeni generované vektor-
mi (ug, v1) = (1, 0) a (@, V2) = (—¢, 2b). Odpovedajluce asymptotické smery su na zaklade po
znamky 2.5b jednoduché. Ak=0, takb=0 ac# 0 (leboa=b=0 a @, b,c) # (0, 0, 0)).
Vtedy predchadzajuce netriviadlne rieSes@ynu do jedinéhow v) = (1, 0). NavySe zrejme
au+bv=0,bu+ cv=0, teda asymptoticky smer je dvojnasobne asyngiiptiPrea = 0 teda
veta plati.

Nech teraza # 0. Vtedy pre kazdé netrivialne rieSenie rovnic)Plativ # 0, preto je rovni-

ca ekvivalentna s kvadratickou rovnicou

(2.5) a(uiv)® + 2b(uiv) +¢=0, a#0.

Jej diskriminant je-4d. Pred < 0 ma rovnica (2.5) prave dve navzajom rézne riaS@mw); »
=[-b £ V(-0)]/a, ktorym odpovedaji prave dve linearne nezavigsemia pdvodnej rovnice
(U1, V12 = (b £ V(-d), a). Odpovedajlice asymptotické smery st jednoduebéd 0. Pre

0 =0 ma rovnica (2.5) prave jedno rieSenfe = —b/a, ktorému odpoveda jediné linearne ne-
zavislé rieSenieu v) = (-b, a) pévodnej rovnice. Zrejmau+ bv= 0, bu+ cv= 0, teda asym-



ptoticky smer je dvojnasobne asymptoticky. BreO nema rovnica (2.5) rieSenie, preto po-
vodna rovnica (2.2) ma iba trivialne rieSenie v = 0. O

2.11 Priklad a) Asymptotické smery hyperboly s rovniodia® - y/b* -~ 1=0,a, b > 0 uku-
je rovnica

b°u® — a* = 0.
Jejlravi stranu mozno rozlazb?u? — a3 = (bu + av)(bu — av), preto uvazované hyperbola
ma prave dva asymptotické smesyl utené vektormu; = (—a, b) au, = (a, b) a oba su jed-
noduche
UvaZovana hyperbola ma prave dve asympsatyvnicamibx+ ay = 0 abx— ay= 0. Naozaj,
vzhlfadom na svoj asymptoticky smer musi kazdad asympto&@ rovnicu tvaru
bx+ay+c=0 alebdox—ay+ c= 0. Priamky s takymi rovnicami nepretinaju hypetbpta-
ve vtedy, kd c = 0, lebo prave vtedy sustava rovnic

bx+ay+c=0 |
X%l - /b - 1=0 |

nema rieSenie.
b) Asymptotické smery paraboly s rovnicgu- 2px = 0 uruje rovnica
V=0,
preto uvazovana parabola ma prave jeden asympjasitier urceny je vektoronmu= (1, 0)
a je_dvojnasobnyAsymptoticky smer parabolf — 2px= 0 je smer 0SDx.
UvaZovana parabola nema asymptdéypo kazda priamka s asymptotickym smerom ma rov-
nicu tvaruy + ¢ = 0, preto kuZBoseku pretina (v bode so stradnicam/(2p), —c)).
c) Elipsas rovnicowé/a” + y’/b*> — 1 =0, a, b > 0 nemé Ziadne asymptotické smdgabo rov-
nicab’u’® + a3* = 0 ma iba trividlne rieSenie= v = 0. Nasledne elipsa neraai asymptoty]
2.12 Ulohy
1 N&jdite asymptotické smery kufseky a) Xy+f=0, b)x®—2xy+y*+2x+6y-5=0,
c)X* — 2xy+ 2y’ + 4x - 6y + 3=0. [a) (1,0), (0,1) b) (1,1), c) neexistuju]
2 N4jdite asymptoty kuZeseky z ulohy 1a.x=0,y=0.]
3 Najdite spoloné body priamkyAB, A = (5, 1),B = (9, -1) s kuz&osekou x* + 4y* — 25= 0.
[Body (4, 3/2), (3, 2)]
4 Dandje kuZpsetkaQ: X% — 2xy+ 2y + 2x+ 2y + 1= 0 a priamkyp: x - y + k= 0, kOR.
a) V zavislosti od parametkalR urcite paiet spol@énych bodov priamok s ku?esekou.
b) Sa priamky s jedinym prieseikom dotygnicami kuz&oseky Q?
[a) k< -1 alebok > 3: 0 bodovk = -1 alebok = 3: 1 bod-1 <k < 3: 2 body. b) Ano.]
5 a) Dokazte, Ze kazda priamka pretina regularnelks&ku v najviac dvoch bodoch.
b) Dokazte, Ze regularna kiibse&ka neobsahuje priamky ani dkg.
c) Obsahuje kazda singularna kidsgka priamku alebo ugku?
[Navod: a) Stai skiuma prienik kuz&oseky (1.1) s osox. c) Nie.]
6 Dokazte: Hyperbola s rovnicad/a’ - y/b*—1=0 a siiou konjugovana hyperbola s rov-
nicouy?/b? - x*/a® — 1= 0 maju totoZné asymptoty.
7 Vetva hyperboly s rovnicow?/a” — y’/b*>—1=0 je mnoZzina v&etkych jej bodov, ktorych
prvé suradnice maju rovnhaké znamienko. Podrobnejdienulujte a dokazte tvrdenie: Obe
vetvy hyperboly sa neobmedzene priblizuji k obomyrmgotam. [Navod: Vyjadrite vetvu
hyperboly ako graf funkcie = f(y).]
"8 Ako sa zjednodusi rovnica regularnej kigssky, ked’ 0sOx je asymptotou?
[2bxy+ cy’ + 2ey+f=0,b, f# 0]




"9 Ako sa zjednodusi rovnica regularnej kigssky, ak sa jej v bod®© = (0, 0) dotyka os
Ox?[d=f=0,a,ez0]

10 a) Dokazte: Ak priamka lezi na kibseke, tak jej smer je asymptoticky. [Navod: Veta
2.2.]

b) N4jdite asymptotické smery kubseky, ktora je zjednotenim dvoch priamok (r6znobez-
nych, rovnobeZnych, totoznych).

11 Dokazte, ze obsah rovnobeznika, ktorého dve stl@hy na asymptotach hyperboly
x*/a® — y?Ib? - 1= 0 a jeden vrchol je bod hyperboly,gb/2.

12 a) Dokéazte, Ze kufesetka Q: 6xy + 8y* — 12x — 26y + 11=0 je regularna.

b) V kazdom bodé = (m,n) kuze’'oseky Q najdite vSetky priamky, ktoré kubmesetku pre-
tinaju iba v tom bode.

c) Medzi priamkami zasti b) identifikujte dotynicu.

[b) PriamkyMug, Mu;, Muy, up = (-3m-8n+ 13, 5 — 6),u; = (1, 0),u = (-4, 3). c)Muo.]
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3 Stred a singularny bod kuze Fose¢ky

3.1 DefiniciaBod roviny jestred kuz&se’ky s rovnicou (1.1) prave vtedy, &geho suradni-
ce vyhovuju sustave rovnic
(3.1) ax+by+d=0 |

bx+cy+e=0 |
Stredova kuZese’ka je kuz&oseka, ktord ma prave jeden stred. V &pam pripade (Ziadny
stred alebo aspadva stredy) je kuzesekanestredova

3.2 Priklady 1Elipsa (resp. kruZnica) resp. hyperbsleovnicoub®? + ca?y* — a’b*= 0, 6 =
+1, a, b >0, ma jediny stre®&= (0, 0). Su to teda stredové kilidseky.

2 Parabolas rovnicouy? - 2px= 0, nema stredje to nestredova kubeseka. Dévod: Prva

Z rovnic pre stred je2p = 0, a teda nema rieSenie.

3 Imaginarna kruZnica s rovnicok€m)®*+(y-n)?+r?=0, r>0, ma jediny stredS=

(m, n). Op& mame stredovu kufese&ku. Toto je jeden z dovodov, grenamiesto definicie
1.1 pracujeme s definiciou 1.17. Imaginarne kruZisic6znymi stredmi povazujeme za rézne
kuze'oseky, hoci maju rovnaké mnoziny bodov, a sice prazanozinu.

4 Dvojica rovnobeZiek s rovnicoxf — 1 =0 je nestredova kuFese&ka. M& nekonéne véa
stredov, vyfiaja priamkux = 0.

Aj dvojica imaginarnych rovnobeZiek s rovnicati+ 1=0 je nestredova kufeseka. TieZ
ma cell priamku teda nekatme vé’a stredov, hoci samotna kilibseka Ziadne body nenial.

3.3 LemaAk je z&iatok sustavy suradnic stredom kidsky (1.1), takd =e=0.
V tomto pripade ma rovnica kuzeseky tvar

(3.2) axX + 2bxy+cy’ +f=0, @ b, c)# (0, 0, 0). O
3.4 VetaKuzd'oseka je sumerna pdid svojho stredu, teda stred kids&ky je jej stredom
sumernosti.

Dbkaz Zvolme taku sustavu suradnic, ze stred RoZe€ky je zaiatkom sustavy suradnic.
Pod’'a predchadzajucej lemy na zéklade rovnice (3.2imed Ze kuzBoseka s kazdym bo-
domX = (X, y) obsahuje aj bod’ = (=X, —y) sumerny k bodX pod’a stredus= (0, 0). O

3.5 VetaKuzd’'oseka je stredova prave vtedy,&gej maly diskriminan® je nenulovy.

Dobkaz Maly diskriminantd je determinant matice sustavy linearnych rovnit)(3Z algebry
je zname, Ze sustava toho typu mé jediné rieSakige determinant jej matice nenulovy. Ak
je ten determinant nulovy, sustava nema rieSeeigoaina nekori@e vd'a rieSeni. O

3.6 DefiniciaBod roviny jesingularny bod kuZeseky s rovnicou (1.1), ak jeho suradnice
vyhovuju sustave rovnic

ax+by+d=0 |
(3.3) bx+cy+e=0 |
dx+ey+f =0 |
alebo ekvivalentne jednej maticovej rovnici
(3.4) Qx"=o0.

Bod kuzd&oseky, ktory nie je jej singularnym bodom, fjegularny bod kuzZese'ky.
Do6kaz nasledujucej vety prenechavatitatelovi (Gloha 3.10.5).

3.7 Vetaa) Singularny bod kuZese&ky je jej bodom.
b) Singularny bod je stredom kubseky.
c) Ak je stred kuZioseky jej bodom, tak je singularnym bodom kildseky. O
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3.8 Poznamkaa) Ak ma kuzeéosetka singularny bod, je singularna. Naozaj, ek (X, y) je
singularny bod kud®seky, tak zo sustavy rovnosti (3.3) vyplyva, Ze tedifpec maticeQ je
Iinqérnou kombinaciou prvych dvoch s koeficientrrj -y, teda matic&) je singularna.

b) Cag’ a) tejto poznamky hovori, Ze, regularna Kagsska ma iba regularne body. Naproti
tomu singularna kufeseka méze mgévsetky body singularne (napr. dvojnasobné priamka
x* = 0), v&etky body regularne (napr. dvojica rovnobkxf — 1 = 0) alebo singularne aj regu-
larne body (napr. dvojica roznobeZigk- y* = 0 mé jeden singularny bad = (0, 0), ostatné
su regularne).

3.9 Priklad Z matic v prikladoch 1.3a,b vidime, Ze elipsy {an& kruznic), hyperboly a para-
boly su regularne kuZeseky, preto potla poznadmky 3.8a nemaju singularne hody [
3.10 Ulohy

1 Podrobne spracujte priklady 3.2.1 — 3.2.4.

2 Podrobne spracujte poznamku 3.8b.

3 Zostavte rovnicu kuzeseky, ak ma streds= (1, -1), prechadza bodomd = (-1, 2) a jej
asymptotické smery stidené vektormii = (0, 1),v = (1, 1). [3¢ — 2xy - 6x + 2y — 16= 0]

4 Urgite parametrek, I0OR tak, aby bodS = (1,-1) bol stredom kud®seky kx + 4xy + ly?
+2x+2y-1=0.[k=1,1=5]

5 Dokazte vetu 3.7. [Navod. a) Rovnica (1.2) a si@sté8.3). b) Sustavy (3.1) a (3.3).
c) Sustava (3.1), rovnica (1.2) a sustava (3.3).]

6 Je kazdy stred sumernosti kildegky jej stredom? [Vo vSeobecnosti nie.]

7 a) Najdite stred kuZeseky, ktora je zjednotenim dvoch ré6znobeziek.

b) Najdite vSetky stredy kufese&ky, ktora je zjednotenim dvoch priamok.

[Navod: a), b) Zvéte ¢o najvhodnejSiu afinni sustavu suradnic.]

8 Presvedite sa, 7e kuteseka x’ + xy—2y* - x + 4y - 2 =0 je zjednotenim dvoch r6znobe-
Ziek a zostavte ich rovnice. [Navod: Vyuzite Uldhg0.7a a 2.12.10.]

9 Vypocitajte stred kuZsetky a) 6y + 8y* — 12x— 26y + 11=0, b)

[a) (-1,2)]

10 Pre ktoré hodnotk, I0R kuzdosetka kX + 12xy+ 9y + 4x +ly — 13=0 a) je stredova,
b) nema stred, c) ma nek@ne veéa stredov. [ak# 4,I0R, b)k=4,1#6, c)k=4,1=6.]

11 Presvedte sa, 7e kudeseka x* - 6xy+ 9y? - 12 + 36y +20=0 méa priamku stredov
a napiste rovnice rovnobeznych priamok, z ktoryelsidada. [Priamka stredov xe- 3y — 6
=0, kuzdoseka je zjednotenie priamok— 3y — 10=0,x—-3y—-2=0.]
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4 Polara bodu

4.1 DefiniciaPolara bodu M= (m, n) vzhadom na kuZ®seku Q s rovnicou (1.1) je mnozi-
na vSetkych bodov roviny vyjadrena rovnicou

(4.2) @m+bn+d)x+ (bm+cn+ey+ (dm+en+f)=0.
Vzhradom na (1.2) polaru bodu ekvivalentne vyjadruje maticova rovnica
(4.2) MT@)X"=0.

Polaru boduM vzh'adom na kuZ@seku Q zapisujeme symbolo@(M).

4.2 Vetaa) Polarou singularneho bodu kidseky je cela rovind?.

b) Polarou stredu kukeseky, ktory nie je singularnym bodom, je prazdna mnaz

c) Polarou bodu, ktory nie je stredom kigszky, je priamka.

Dbkaz a) Poda definicie 3.4, rovnica polary singularneho bcoel@j+ Oy + 0= 0.

b) Pod'a definicie 3.1 ma rovnica polary stredu Kiossky tvar Ok + Oy + r = 0. Ak stred nie
je singularny bod, definicia 3.6 dava,rze 0. Takejto rovnici nevyhovuje Ziadny bod.

c) Z predpokladu a z definicie 4.1 vyplyva, Ze palavaZzovaného bodu mé& rovnicu tvaru
px+qy+r =0, prcomp aleboq nie je nula, preto polara je priamka.

4.3 Vetaa) Priamka je dotynicou regularnej kuZese&ky Q v bodeM prave vtedy, ké je
polarou boduM vzh'adom na kuzZ@seku Q.

b) Regularna kuZese&ka ma v kazdom bode prave jednu doigu.

Dobkaz a) Uvazujmelubovd’ny bod MOQ alubovdnu priamkup, ktora nim prechadza.
Zvolme afinnd sustavu suradnic s@iatkom v bodéM, pre ktoru je oso®x je priamkap.
Dalej st&i vyuZzit' tvrdenia z Uloh 2.12.9 a 4.9.4a b.

b) Tvrdenie je zrejmym dosledkom prygisti vety. O

4.4 Priklad Dotyenica kruZnice s rovnicow” +y* — r>=0 v bodeM = (m, n) je polara bodu
M, teda priamka s rovnicamx+ ny - r? = 0. Tato priamka zrejme prechadza boddmiebo
m’ +n’ - r*=0 a je kolma na spojnicOM stredu kruZnice s bodoM, leboM — O = (m, n)
je smerovy vektor tej spojnice. Teda pre kruzniéuaddefinicia do§nice z odseku 2.2 do-
ty¢nicu v beznom zmysle. O

4.5 Priklady a) Dotynica elipsy (vratane kruznice) resp. hyperbolywarcou x?/a? + oy?/b?
-1=0,0=%1 v bodeM = (m, n) m& rovnicu
(m/a)x + o(n/b?)y - 1= 0.
b) Dotynica paraboly s rovnicoyf — 2px= 0 v bodeM = (m, n) mé& rovnicu
—px+ny—-pm=0. O
4.6 Veta(Sumernaos polarity) Ak druhy bod leZi na polare prvého botak polara druhého
bodu prechadza prvym bodom. Symbolicky
4.3) POQ(M) = MOQ(P).
Doékazpriamaiary. Uvazujme kuZseku Q s rovnicou (1.1) a bodyl = (m, n), P = (p, q).
Tvrdenie je priamym désledkom definicie polary badarejmej rovnostigm+ bn+d)p +

(bm+cn+e)q+ (dm+en+f)=(ap+bqg+dm+ (bp+cq+en+ (dp+eq+f). O
Dokaz maticovy. POQ(M) = MTQP’'=0 = M"@P) =0" = P ™" "=0 =
PTQM"=0 = MOQ(P). O

4.7 PoznamkaZ predchadzajlucej vety o sumernosti polarity aty ve3a vyplyva _geomet-
rick&a interpretacia polary bodék bod lezi na dvoch réznych détyciach regularnej kuze-
loseky, tak jeho polarou je spojnica dotykovych bodaiyinic.
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Obratene, ak boM nelezi na regularnej kutiesetke Q, tak dotgnicu z neho ku kuzeseke
modZeme ziskaako spojnicu bodM s prieseénikom polaryQ(M) s kuz&osekou.

4.8 Priklad Najdime dotynicu paraboly? — 36x = 0 prechadzajlicu bodol = (2, 9).

RieSenie Polara bodiM ma rovnicu-2x +y — 4= 0. Jej prieséniky s kuzéosekou su ute-
né slstavou rovnie2x +y-4=0,y* - 18y + 72= 0, su to teda body = (4, 12) aR= (1, 6).
Hradanymi dotynicami su priamkWP: 3x -2y + 12=0 aMR: 3x -y + 3=0. O

4.9 Ulohy

1 BodomM = (3,4) vel'te dotynice ku kuZgosetke 2¢ — 4xy + y* — 2x+ 6y = 3= 0. [t: 7x -
2y —-13=0,t: x-3=0]

2 Napiste rovnicu dotynicet kuze'oseky Q: 3x% + 4xy + 5y — 7x — 8y — 3= 0 v bodeT = (?,
1). [T1= (-1, 1),t; X+ 2y + 7=0,T1 = (2, 1),t: 9 + 10y — 28=0]

3 Napiste rovnicu dotiicet kuze'osesky Q: X° + 2xy — y* + 6x = 0 v jej priesénikoch s osou
X. [T1=(0, 0),t1: x=0,T; = (-6, 0),t;: x+ 2y + 6 = 0]

"4 a) Vypasitajte polaru kuZkpsetky Q v bodeO = (0, 0),00Q. [dx + ey+ f = 0]

b) Ako sa zjednoduSi rovnica regularnej Kiosetky, ak prechadza bodo@ = (0, 0) a jeho
polarou je 00OX? [d=f=0,a, e# 0]

5 Uvazujme hyperbolué/a® - y?/b®> — 1=0. a) DokaZte, e bod dotyku roZpfe Use&ku,
ktort na dotynici hyperboly vytinaja asymptoty.

b) DokaZzte, Ze obsah trojuholnika, ktorého dvengtiaZia na asymptotach a tretia na dety
nici hyperboly, jeab.

"6 Dokéazte, ze pre regularnu kilibeeku (1.1) a pre funkcig(x,y) zo vzorca (1.3) je vektor

gradg(m,n) =| 240 od(mn)
0X oy

normalovym vektorom dotyice kuzé&oseky v bodeM = (m,n).

Tento vektor sa nazywgradient funkcie €xy) v bodeM. Alternativne sa oziaje [g(m,n)

(symbol[d sacita nabla resp. del).

7 Navrhnite konstrukciu polary bodu, ktory neobsahipdnu dot§nicu regularnej kudie-

seky, teda, kd sa neda postupov@od’a poznamky 4.7.

[Navod: Danym bodom prelozte ¢&sdcu kuz&oseky, v jej priesénikoch s kuzBosekou

zostrojte dotynice kuz&oseky a vyuzite vety 4.3a a 4.6.]

8 DokaZte, Ze dotynica paraboly s rovnicoyf — 2px = 0 je prey idlice do+e a do—c , oraz

viac vodorovnejsia“. Inymi slovami, smer détyce sa blizi k dvojnasobnému asymptoticke-

mu smeru paraboly. FormalnejSie: pre> +o a pren - —oo jednotkovy normalovy vektor

dotycnice paraboly v bod®l = (m, n) konverguje k vektoru (0, 1) alebo ¢€1).

9 Zostavte rovnicu kuzeseky, ktora

a) ma streds = (1, —-2), prechadza bodoi = (0, -3) a dotyka sa osi v z&iatku sustavy su-

radnic,

b) méa streds= (0, 0), prechadza bodof= (6,-2) a dotyka sa priamky— 2=0 v bodeB =

(2, 0).

[@) X+ xy+y* +3y=0, b)xX’-87-4=0.]

10 DokéaZzte: Polary vietkych bodov asymptoty hyperbdls — y?/b? — 1= 0 st rovnobezné

s tou polérou.
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5 Polara smeru. Priemer kuze lose¢€ky

5.1 Definicia a poznamkyPolara nenulového vektora= (u, v) vzh'adom na kuZ@seku Q
s rovnicou (1.1) je mnozina bod@(u) roviny opisana rovnicou

(5.1) @u+bv)x+ (bu+cvy+ (du+ev) =0.

Ak vektor nie je dvojnasobnym asymptotickym vektargeho polara je priamka. Zrejme pre
polaru kazdého nenulového vektora smérg (u) dostaneme rovnicu ekvivalentna s rovni-
cou (5.1), teda rovnaku priamku. Nazyvamepplara smeru Ua zapisujeme ju symbolom
Q(V).

Polara dvojnasobne asymptotického smeru kaggsky je prazdna mnoZina alebo roviBa

Polara neasymptotického smeltusa nazyvapriemer kuzéose’ky. Hovorime, Zepriemer
Q(V) je zdruzeny so smerobh

Polaru smerw, teda aj priemer kuZeseky vyjadruje maticova rovnica

(5.2) uTm)x"=0.

Porovnajte ju s rovnicou (4.2).

5.2 Priklad (Pokra&ovanie prikladu 2.113) Priemer elipsy resp. kruznice s rovnicou
Xéla’ +y’Ib*-1=0 zdruZzeny so smerortiubovd’ného nenulového vektora = (u,V) je
priamka s rovnicou Wa?)x + (vb?y =0 prechadzajica stredo®= (0, 0). Naopak kazda
priamka prechadzajuca stred@je priemerom uvazovanej elipsy.

b) Hyperbolax?/a® - y’/b* — 1= 0 ma prave dva jednoduché asymptotické smetgnar vek-
tormiu; = (—a, b), uz = (a, b). Polary tychto smerov st asymptoty hyperbolyaRml kazdého
iného smeruU roviny je priemer hyperboly s rovnicow/é?)x — (v/b?)y = 0. Naopak kaZda
priamka prechadzajuca stred@w (0, 0) je priemerom alebo asymptotou uvazovanpghy
boly.

c) Parabola s rovnicoyf — 2px=0 mé& prave jeden (dvojnasobny) asymptoticky smaice
smer uteny vektorormu = (1, 0), teda smer 08lx. Polarou kazdého iného smesye priemer
uvazovanej paraboly s rovnicay — pu= 0. Priemermi uvazovanej paraboly su prave vsetky
rovnobezky s oso@x. O

5.3 Lemaa) Vektoru je smerovym vektorom pola@(u) prave vtedy, ké& je (jednoduchy)
asymptoticky vektor.

b) Ak 0sOx je priemer kuZioseky zdruzeny so smerom oS, takb =e=0,c# 0. Rovnica
kuze'ose&ky ma vtedy tvar

(5.3) ax +cy’ +2dx+f=0, cz 0.

c) Vorba afinnej sustavy saradnic, o ktorej sa hova@dsti b), je vZdy mozna.

Dbékaz a) St&i dosadf suradniced, v) vektorau do homogénnejasti rovnice (5.1) z&, y.

b) Smer 0sDy je ueny vektorone, = (0, 1). Zo sustavy rovnic (2.3) vyplyva, Ze testoer
nie je dvojnasobne asymptoticky prave vtedy kez 0 aleboc # 0. PriemeiQ(e;) ma rovni-
cubx+ cy+e=0. Ak je tato priamka 0®x, takb=e=0 ac# 0.

c) Za vektore, zvd’me l'ubovd’ny nie asymptoticky vektor, za vekter vezmime nenulovy
smerovy vektor priemer)(e;) a za z#éiatok sustavy suradnic zkme 'ubovd’ny bod
O 0 Q(ey). Poda prvejcasti lemy su tieto vektory linearne nezavislé. O

5.4 Vetaa) Kuzd'oseka je (Sikmo) sumerna pba svojho priemeru, pgfdom smer sumernosti
je smer, s ktorym je priemer zdruzeny.

b) Stredy vSetkych navzajom rovnobeznych tetiv RoZeky lezia na priemere zdruzenom
so smerom tetiv. (Tetivou rozumieme &ag ktora spaja dva rézne body kikdegky a ne-
obsahuje ZiadngalSi bod kuZBoseky.)
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Doékaz Zvol'me taku sustavu suradnic, Ze@sje priemer kuZBos&ky zdruZzeny so smerom
osi Oy. Pod’'a predchadzajucej lemy je tatol'va suradnic mozna a rovnica kldegky ma
podobuax’ + cy? + 2dx + f = 0. Vidime, Ze kuZ®seka obsahuje s kazdym bodof (x, y)
aj bodX' = (x, —=y) sumerny k bodX pod’a 0siOx v smere 0sDy. O

5.5 Vetaa) Polary vSetkych smerov stredovej kiogszky, teda aj vSetky priemery stredovej
kuze'oseky, prechadzaju stredom kubseky.

b) VSetky priemery nestredovej kibseky su navzajom rovnobezné a maju (dvojnasobny)
asymptoticky smer.

Doékaz Uvazujme polar@(U) smeruU s rovnicou (5.1).

a) NechM = (m, n) je stred kuzBoseky. Vtedy @u+bvim+ (bu+cv)n+ (du+ey) = (@am+
bn+d)u+ (bm+cn+e)v=0u+ Ov =0 kvoli definicii stredu kuZmseky.

b) Smer priemer@Q(U) uréuje vektoru' = (-bu-cv, au+ bv). Toto je asymptoticky vektor,
lebo a(—bu - cv)® + 2b(=bu - cv)(au + bv) + c(au + bv)? = (ac - b?)(au? + 2buv+ cv?) = 0 kvod-

li vete 3.5. Nestredova kulies&ka nema jednoduché asymptotické smery, preto jeovek
dvojnasobne asymptoticky vektor. O

5.6 Vetaa) Ak bodM lezi na priemere zdruzenom so smefdra nie je stred kuZeseky,
tak jeho polara ma smét.

b) Doty¢nica v prieséniku regularnej kud®seky s jej priemeronQ(U) ma smeiJ.

Doékaz Uvazujme polar@(U) s rovnicou (5.1).

a) Nech bod = (m, n) nie je stred kuz®seky a nech lezi na pola@(u), u = (u, v). Vtedy
0= (au+bvm+ (bu+cv)n+ (du+ev = (am+bn+d)u+ (bm+cn+eu=0, preto vektomu
je smerovy vektor polar@(M), teda ukuje smer polary bodi.

b) Tvrdenie je priamym dbsledkom prygsti vety a vety 4.3. O

5.7 Priklad Uréme dotgnicu kuzéoseky x* + xy + y* + 2x + 3y — 3= 0 rovnobeZnu s osou
V nasom pripade=2,b=1,c=2,d=2,e=3, f=-3. Polara smeru vektos = (1, 0) je
priamka X +y + 2= 0, jej spoléné body s kuZzms&kou sUA = (1,-4), B = (-5/3, 4/3). Do-
ty¢nice v nich su polary bodo¥, B, teda priamky +4=0a 3 -4=0. O

5.8 Definicia Smer uéeny vektoromu’ = (U, V') je zdruZzeny so smeroorcenym vektorom
u=(u,v), ak

(5.4) auu +b(uv +u'v) +cw =0.
Maticova podoba rovnice zdruzenych smerov je
(5.5) v = 0.

5.9 Veta a) Relacia zdruzenosti smerov je symetricka, pheteorime o navzajom zdruze-
nych smeroch.

b) Smer polar@Q(U) je zdruzeny so smerobh

c) Smer je asymptoticky prave vtedydkg zdruzeny so sebou.

d) Pre stredovu kuZeseku s rovnicou (1.1) je so smerontenym vektoronmu = (u, v) zdru-
Zeny smer ueny vektoromu' = (-bu-cv, au+bv). R6znym smerom odpovedaju rozne
zdruZzené smery.

e) Pre nestredovu kulmse&ku je s kazdym smerom zdruzeny (dvojnasobne) asytioky
smer kuzéoseky.

Dobkazvsetkych tvrdeni je jednoduchy, prenechavaméitate’ovi. O
5.10 DefiniciaZzdruzené priemergu dva priemery stredovej kibseky (teda kuzBoseky
s eliptickym alebo hyperbolickym typom), ktorychesmy si navzajom zdruzené.

Je zrejmé, Ze kazdy z dvoch navzajom zdruzenyemamov je zdruzeny so smerom druhého
Z nich.
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5.11 Ulohy

1 Této uloha sa netyka kuzeseiek. NechABCD je Stvoruholnik, ptiom AB|| CD aAD je
r6znobezné 8C. Dokazte, Ze spojnica prigsgkov ADNnBC a ACnBD prechadza stredmi
stranAB, CD. [Navod: UvaZzte rovri@hlosti so stredmi v bodozkDnBC aACnBD.]

2 NechABCDje Stvoruholnik vpisany do reguléarnej kidegky, pricom AB || CD. Dokazte
a) Priemer zdruZzeny so smerom priam/prechadza stredmi str&B a CD.

b) Ak su dvojice priamokAD, BC aAC, BD r6znobeZzné, tak spojnica ich pri&siov je
priemer zdruzeny so smerom priani.

[Navod: a) VyuZite vetu 5.4b. b) VyuZite tlohu 51.]

3 Trojuholnik tvoreny bodmi dotyku dvoch détic kuz€oseky a ich priesénikom:

a) Dokazte, Ze prieseik dotynic v dvoch réznych bodoch regularnej kigseky lezi na
priemere, ktory je zdruZeny so smerom spojniceldantych bodov.

b) Dokazte, Ze spojnica priégseka dotynic v dvoch réznych bodoch regularnej Kioss-

Ky so stredom dotykovych bodov je priemer Kigsesky zdruZeny so smerom spojnice doty-
kovych bodov.

c) DokéZte, Ze spojnica stre@uvoch bodoctM # N parabolyy” — 2px = 0 s priesénikom P
dotycnic v sobodovM, N pretina parabolu v jedinom bode, ktorym je streddvP, S.

4 Dokazte: Spojnica bodov dotykov dvoch rovnobezngiohnic kuzéoseky je priemer
zdruzeny so smerom ddétyic.

5 Uvazujme elips® s rovnicowd/a’ + y?/b® — 1= 0. Dokazte: a) Kazdy priemer pretina elip-
su v dvoch réznych bodoch.

b) ElipsaQ s kazdym bodom boX = (X, y) obsahuje aj bo&X' = (—ay/b, bx/a) smery uéené
polohovymi vektormi bodoX a X' su navzajom zdruzené.

c) VSetky rovnobeZniky ohrat@né dotgnicami v priesénikoch elipsy s jej zdruzenymi
priemermi maju rovnaky obsah. [Navod: VSimniteasirrobeznik, ktorého tri vrcholy st body
X, X' z ¢asti b) a zéiatok O.]

d) ZdruZzenos priemerov je pre redlnu elips@ a odpovedajucu imaginarnu elipsu
x*/a® + y?Ib? + 1= 0 rovnaka.

6 Uvazujme hyperbolu s rovnicou?/a’ - y?/b>-1=0 asiou konjugovani hyperbo-
lu s rovnicow?/b? — x¥/a? - 1= 0 (priklad 1.3b). Dok&Zte:

a) Zdruzené priemery hyperboly su zdruzenymi priem@j konjugovanej hyperboly.

b) Spojnica bodov dotykov dvoch rovnobeznych doiy konjugovanej hyperboly je priemer
pdvodnej hyperboly zdruzeny so smerom dofty.

c) Hyperbolu pretina prave jeden z dvoch zdruZzenyaemerov. Priemer, ktory nepretina
hyperbolu, pretina konjugovana hyperbolu.

d) VSetky rovnobeZzniky ohrar@né dotgnicami hyperboly a konjugovanej hyperboly
v pries€nikoch s ich zdruZzenymi priemermi maju rovnaky dbsa

7 Dokézte: Priamka je asymptotou regularnej Kogeky prave vtedy, ké je polarou (jed-
noduchého) asymptotického smeru. [Navod: Sustavadsic zvdte tak, Ze priamkou je os
Oxa vyuzite Ulohu 2.12.8.]

8 Dokazte: a) Zdruzené priemery kruznice resp. imagiej kruznice st navzdjom kolmé.

b) Elipsa resp. imaginarna elipsa, ktora nie jeZkitou resp. imaginarnou kruznicou, ma as-
poi jednu dvojicu zdruZzenych priemerov, ktoré nie svzajom kolmé. (V skutmosti su
také skoro vSetky.)

c) Sformulujte a dokézte tvrdenia pribuzné s obsalibhy 5.11.8a, b pre rovnoosova hy-
perbolu (priklad 1.3a).

9 Uréte dotynice kuZzdoseky x° + xy + y? + 2x + 3y — 3= 0 rovnobeZné s priamkow 2 2y
+5=0 a body dotyku{+y-1=0, (1, 0), ¥+ 3y + 13=0, (-5/3,-8/3).]
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10 Napiste rovnicu priemeru kiaseky 2¢ + 4xy + 5y* — 8x + 6 = 0 rovnobeZného s priam-
kou x-y+5=0.[%-y+6=0.]

11 Napidte rovnicu priemeru kumseky 5x° — 3xy+y* - 3x+ 2y - 5=0 ktory prechadza
stredom tetivy vyatej kuz&osekou na priamke: x—2y—1=0. [1x—-4y—-4=0.]

12 Napiste rovnicu priemeru kuesesky 4xy — 5y% + 2x + 6y + 1= 0, ktory prechadza bodom
M(2,1). [X+2y+6=0.]
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6 Vnutro a vonkajSok regularnej kuze Fose€ky

V tejto kapitole sa zaoberame iba regularnymnie’ose&kami, teda predpokladame, Zze'kg
diskriminant kuzéoseky je nenulovy, t.jA # 0.

6.1 DefiniciaBod M neleziaci na regularnej kuzesetke Q s rovnicou (1.1) jeronkajsi bod
kuzdose’ky, ak lezi na nejakej datgici alebo asymptote kuPaeseky. Ak nim Ziadna doty
nica ani asymptota neprechadza, idenatorny bod kuZese’ky. MnozZina vSetkych vnator-
nych resp. vonkajSich bodov tvarutro resp.vonkajSokkuzd’oseky.

6.2 LemaNech bodV = (m, n) nelezi na kudmseke Q a nechu = (u, v) je nenulovy vektor.
Potom priamkavu je dotynicou alebo asymptotou kuzseky Q prave vtedy, ké precisla
A, B, C, definované rovnasmi (2.1A), (2.1B), (2.1C) plaB® - AC=0.

D6kaz Uvedomme si, Ze predpoklAdQ je ekvivalentny ££# 0 avyrokA=B=0,C#0
je ekvivalentny sA=0,B?>- AC=0 aC # 0. Z druhej a tretejasti definicie 2.6 teraz vyply-
va, Ze priamkaMu je asymptotou alebo datyicou kuzéoseky Q prave vtedy, ké
B°-AC=0. O

6.3 VetaBod M = (m, n) je vnutorny resp. vonkajSi bod regularnej Kiaseky prave vtedy,
ked &slo anf + 2bmn+ cr® + 2dm+ 2en+f=0 ma rovnaké resp. of@ znamienko ako
vel’ky diskriminantA rovnice kuzéoseky.
Inymi slovami: vnutro resp. vonkajSok kifbseky je ureny nerovnicou
vnutro: A (¢ + 2bxy+ cy? + 2dx + 2ey+f) > 0,
vonkajsok: A (@¢ + 2bxy+ cy? + 2dx + 2ey+f) < 0.
Dokaz Priam@iarym vypatom dostaneme, Ze pigslo B — AC vytvorené z koeficientov
rovnice (2.1) plati
B? - AC= au’ + 2Buv + WA,
kde
a=(b*-adn’+ 2(bd - agn + d’ - af,
B= (ac-b*mn+ (ae- bd)m+ (cd - be)n + de- bf,
y= (b° — adn? + 2(be- cd)m + € - cf.
Lema 6.2 teraz hovori, Zze btlje vonkajSi bod kuZese&ky Q prave vtedy, k& rovnica
au’ + 2Buv+ pA =0
ma nenulové rieSeniel,(v). Postup z dékazu vety 2.10 ofp® asymptotickych smerov kuze-
roseky dava, Ze nenulové riedenie rovnice existuje @néedy, ke’ 5~ — ay > 0. Trpezlivé
poiitanie prinesie, 28 — ay = -A(anf + 2bmn+ cr? + 2dm+ 2en+ f). O

6.4 Priklad @) Vnutro resp. vonkajsok elipsy (pripadne kruZniseovnicoux?/a® + y*/b” —
1 =0 vyjadruje analyticky nerovniod/a® + y*/b? — 1 < 0 respx?/a® + y?*/b? = 1> 0. Dévodom
je veta 6.3 a rovndsh = —1/(a’h?). Teda napr. stred elipsy je jej vnitornym bodom.

b) Podobne vnutro resp. vonkaj$ok hyperboly s mwnk®/a? - y*/b? — 1 = 0 vyjadruje nerov-
nicax?/a® + y?/b? — 1> 0 respx?/a® + y?Ib? - 1< 0, stred hyperboly je jej vonkajsim bodom.
c) Vnutro resp. vonkaj$ok paraboly s rovnicgu- 2px=0 vyjadruje analyticky nerovnica
y? — 2px < 0 respy” — 2px > 0. Okrem vety 6.3 je dévodom roviias = —p°. O
6.5 Ulohy

1 Uréte vn(tro a vonkaj$ok kuPeseky a)Q: X2 — 2xy + 2y + 2x + 2y + 1= 0, b) 25¢ - 14xy
+ 25y + 64x — 64y — 224= 0, ) 9 — 24xy + 16y* — 20x + 110y — 50=0

[VnutrajSok a)é — 2xy + 2y% + 2x + 2y + 1> 0, b) 25 — 14xy + 25/° + 64x — 64y — 224> 0.]
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2 Dokazte, Zze kazda priamka, ktora obsahujefagmen vnutorny bod regularnej klibse-
Ky, je s€nicou kuzé&oseky.

3 a) Dokézte, Ze vnutro elipsy je konvexnd mnoZzina.
b) Je konvexné aj vnatro hyperboly a vnutro pargbol
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7 Osi a vrcholy kuze lose €ky

V tejto kapitole pouzivame iba kartezianske sussiradnic

7.1 DefiniciaOs kuzéoseky je jej priemer kolmy na smer, s ktorym je zdruzevischol ku-
zd'ose’ky je priesénik kuzé'ose&ky s jej osou.

7.2 VetaKuzd'ose&ka je (kolmo) sumernéa ptd kazdej svojej osi.

Do6kaz Veta vyplyva z vety 5.4a. O

7.3 VetaPriemer zdruZzeny so smerom vektara (u, v) je osou kuzéoseky Q prave vtedy,
ked’ suradnice vektora vyhovuju sustave rovnic
(7.1) @-Au+bv=0)
bu+(c-A)v=0)
pricom A je nenulové riedenie kvadratickej rovniee~(A)(c — 1) - b? = 0, &iZe rovnice
(7.2) A -(a+c)d+ac-b*=0.
Doékaz PriemerQ(u) je osou kuzBoseky prave vtedy, k& vektoru = (u, v) je kolmy na
priamku

(au+bv)x+ (bu+cv)y + du+ev=0.

To je zrejme prave vtedy, &enormalovy vekton = (au + bv, bu+ cv) priamkyQ(u) je nenu-
lovym ndsobkom vektora, ¢ize prave vtedy, ki existuje tak&isloA # 0, Zeau+ bv= Au a
bu+ cv = Ay, ¢o je sUstava rovnic (7.1). Vektarje nenulovy, teda jeho suradnice su netri-
vialnym rieSenim sustavy (7.1). Takato sustava etévialne rieSenie prave vtedy, kale-
terminant matice sustavy je nulow je zrejme ekvivalentné s podmienkou (7.2). O

7.4 PoznamkaVeta 7.3 dava navod, ako napsetky osi (a teda aj vSetky vrcholy) kiide
se&ky s rovnicou (1.1):

1. VyrieSt rovnicu (7.2).

2. Pre kazdy nenulovy kafel rovnice (7.2) vzi 'ubovd’né nenulové rieSeniel,{) sustavy
(7.1).

3. PriemerQ(u) zdruzeny so smerom vektanas (u, v) je osou kuzéoseky.

7.5 PoznamkaV kurzoch linearnej algebry sa uvadzagigo A a vektoru = (u, v) z vety 7.3
je vlastnésislo a vlastny vektor linearnej transformavi&?) — V(E?

X =ax+ by

y =bx+cy

7.6 Priklady a) UvaZujme elipsu resp. hyperbolu s rovnitdxf + ca%y? — a’h? = 0, 6 = +1.
V tomto priklade kruznicu nepovazujeme za Specig@irigad elipsy, teda pre =1, predpo-
kladame, Ze > b. Pre uvazované kubeseky ma rovnica (7.2) tvar

A% - (0a® + b?) A + 0a’h* = 0.
Rovnica ma dve rieSenit = b* a A, = a?, ktoré st obe nenulové. Pre prvé rieSenie ma sis-
tava rovnic (7.1) podobu

0=0

[oa’-bYv=0 )
Prec = 1 platica® - b* = a?> - b® # 0, leboa > b. Prec = -1 platioa® - b* = -a® - b* # 0, lebo
a, b# 0. Sustava mé teda netrividlne rieSamie= (1, 0), ktorému odpoveda os kiligee&ky
s rovnicoub®x = 0, ¢ize suradnicova 06y. Podobne prel, = 0a? ziskame druht os kutte
seaky, ktorou je suradnicova @x Preoc = 1 mame elipsu, jej vrcholy su body

(7.3) A= (-a, 0), B=(a, 0), C=(0,-b), D =(0,b).
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Prec = -1 mame hyperbolu. G3xju pretina v bodoch
(7.4) A=(-a 0),B=(a, 0),
0sOy ju nepretina.
Zhrnutie. Elipsa s rovnicou?/a’ + y?/b> = 1=0,a>b > 0, ma prave dve osi a prave $tyri vr-
choly (7.3). Hyperbola s rovnicod/a® - y?/b* - 1= 0, a, b > 0, ma prave dve osi a prave dva
vrcholy(7.4). Osami oboch kubesetiek su suradnicové osi.
b) Pre parabolu s rovnicgd - 2px = 0 ma rovnica (7.2) tvar

A-2=0.
Rovnica ma rieSenid; =1 aA, = 0. Pre jediné nenulové rieSemlg=1 ma sustava rovnic
(7.1) podobu

~u=0

0=0

Sustava ma netrivialne rieSenig = (0, 1), ktorému odpoveda os kiligsg&ky s rovnicou
y =0, ¢ize suradnicova o®x. Tato os pretina parabolu v jedinom batke (0, 0).
Zhrnutie.Parabola s rovnicoyf - 2px= 0 ma jedini os (08X) a jediny vrchol (z&atok sus-
tavy suradnic). O

7.7 Priklad N&jdime osi kuZEpsetky 4xy + 3y* + 16x + 12y — 36= 0.
1. Najprv rieSime rovnicu (7.2), teda rovnidti- 31 — 4= 0. Rovnica ma korend, = 4 al,
=-1.
2. Pre korét A1 = 4 zostavime v sulade s vetou 7.3 sUstavu rovnic
—4u+2v=0)|
- v=0]J
Jej rieSenim je vektar; = (1, 2).
Pre kor& A, = -1 dostaneme sustavu rovnic
u+2v=0)|
2+4v=0)
Jej rieSenim je vektar, = (-2, 1).
3. Osi kuZzéoseaky su dve, su to prieme@(uy): 4(x + 2y +5)=0, Q(uy): 2x—-y-10=0. I
7.8 Priklad Najdime osi kuZEnsesky 9x° — 24xy + 16y* — 20x + 110y - 50= 0.
1. Najprv rieSime rovnicu (7.2), teda rovnidti- 251 = 0. Korene sil; = 0 al, = 25.
2. Poda vety 7.3 korg A; = 0 nevedie k osi kuZeseky. Pre koré A, = 25 mame sustavu

-16u-12/=0 |
-12u- Yv=0]
Jej rieSenim je vektar = (-3, 4).
3. Kuzd’'ose&ky ma jedinu os, a to priem€&(u,): 3x—4y - 10=0. O

7.9 Lemaa) Kazda kuZose&ka mé os.
b) Ak je 0sOx kartezianskej sustavy suradnic osou Kageky, takb=e=0 ac# 0, preto
kazdu kuzéoseku mbézeme vo vhodnej sustave suradnic vyfadnicou

ax +y* + 2dx+f=0.
Dokaz a) Podla vety 7.3 std dokazd, Ze rovnica (7.2) ma vzdy nenulové rieSenie. &j d
kriminant je @ — c)? + 4b® > 0. Dalej spracujeme dva pripady.
Nech najprva=c ab=0. Vtedy rovnica (7.2) ma dvojnasobny kioré; ,=a. Predpoklad

a=0 by znamenal, Ze vSetky tri koeficierstyb, ¢ su nulovégo vziladom na podmienku v
(1.1) nie je mozné. Preto rovnica (7.2) ma nenulis&enie.
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Prea# c alebob # 0 ma rovnica (7.2) dva rdzne korene, preto agpden z nich je nenulovy.

b) Tvrdenie vyplyva z lemy 5.3. Rovnicu (5.3) smedelili ¢cislom ¢ a nové koeficienty/c,
d/c, flc, sme op@oznaili ako a, d, f. O

7.10 Ulohy

1 N§jdite vSetky osi a) kruznice, b) imaginarnajimice.

2 N4jdite vSetky osi a vrcholy singularnych kiideeiek z prikladov 1.7 a 1.9 — 1.14.

3 Uréte paet osi kuzboseky v zavislosti od jej typu. [Stredova kubseka ma prave dve
osi a nestredova prave jednu.]

4Je kazda os sumernosti kildeeky jej osou? [Vo vSeobecnosti nie, napr. dvojicanabe-
Ziek ma nekonme vé’a osi sumernosti ale iba jednu 0s.]

5 N4jdite v3etky osi a vSetky vrcholy kubseky

a) 3¢ + 1xy + 3y? — 2x - 14y - 13=0,

b) 25¢ — 14xy + 25y + 64x — 64y — 224=0,

c) 9 — 24xy + 16y* — 20x + 110/ - 50=0,

d) 7€+ 6xy— y* + 28+ 12y + 28=0

e) 9C + 12Xy + 4y* — 24x — 16y + 3= 0,

f) 4% + 12y + 9y* — 4x — 6y + 1= 0,

[@) 01 Xx+y—1=0,0:x-y—3=0,A1,=(2+£V2/2,-1£V2/2).

b)o1: Xx+y=0,0X-y+2=0,A12=(-2+3/2V2, 1+ 3/2V2),B1 2= (-2 2V2, 1+ 2V2).
c)0: 3x—4y-10=0,A=(18/5, 1/5).

d)0y: 3X+y+6=0,0.:x-3y+2=0,A=(-2,0)

e)o: 3x + 2y — 4= 0, vrcholy neexistuja.

f) 0: 2x+ 3y — 1 =0, vSetky body osi.]
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8 Euklidovska a afinna klasifikacia kuze loseéiek

8.1 Veta Euklidovska klasifikacia kudeseiek. Pre kazdu kuZese&ku v euklidovskej rovi-
ne existuje takad kartezianska sUstava suradnicoveica kuzéose&ky ma prave jeden
Z nasledujucich tvarov:

A. Regularne kud®seky Nazov kuzéoseky
1. X+ Y —r?= t>0) kruZnica
2. X +y+r’=0  (>0) imaginarna kruznica
2 2
3. %+§—1=0 @>b>0) elipsa
X2 y2
4. ¥+F+1:O (@>b>0) imaginarna elipsa
X2 2
5. —~->5-1=0 (& b>0) hyperbola
a~ b
6. y?—2px=0 (> 0) parabola
B. Singuléarne kuZmseky hodnosti 2
7. X —a?y?=0 @>0) dvojica roznobeZiek
8. X +ay*=0 @>0) dvojica imaginarnych réznobeZiek
9. yV-a’=0 @>0) dvojica (réznych) rovnobeZziek
10. yV+a?=0 @=>0) dvojica (rbznych) imaginarnych rovnobeziek

C. Sinqularne kudiese&ky hodnosti 1

11. V=0 dvojnasobné priamka
Cislaa, b z pripadov A3, A4, A5 sa nazyvéilavna a vethjsia poloselipsyresp.hyperboly
Cislop z pripadu A6 sa nazyy@rameter paraboly
Dbkaz Vetu dokdZzeme iba pre regularne Wiosetky. Postupne budeme mérsustavu su-
radnic, avSak kvoli jednoduchSim zapisom suradzmoea ozn&ime , y) a koeficienty rov-
nice kuzéoseky A, ..., F. Upozonujeme vSak, Zze vo vSeobecnosti sa koeficienty mav/ni
kuze'ose&ky v novej sustave suradnic napriek rovnakému &@ama nerovnaju odpovedaju-
cim koeficientom rovnice v starej sustave suradnic.
V prvej etape zvime karteziansku sustavu suradnic tak, abyx t®la osou kuZ®seky.
Pod’a lemy 7.9 tak& sUstava suradnic existuje alkiska ma v nej rovnicu

(8.1) AC+y +2Dx+F=0.

Ak mame_pripad stredovej kuzeseky, pod’a vety 5.5a leZi jej stred na @3k, preto moze-
me zd&iatok sustavy suradnic umiestrdo stredu kuZmseky. Pod’'a lemy 3.3 dostaneme v
rovnici (8.1)D =0, E = 0, prcom koeficientyA, B, C sa nezmenia. Preto ma rovnica tvar
(8.2) AX+y+F=0.

Determinant matice kuZeseky je AF, preto pre regularne kuteseky je v (8.2)A, F # 0.
Su tieto moznosti:

(i) A=1aF<0:PoloZime =V(-F) a dostaneme rovnicu A.1

(i) A=1aF>0: PoloZime = VF a dostaneme rovnicu A.2

(iii) 0 <A<1aF <0: Polozimea=V(-/A), b =V(-F) a dostaneme rovnicu A.3

(iv) A>1 aF <0: Vymenime medzi sebou suradnicg. Rovnica kuzBoseky ziska tvar

x* + Ay’ + F = 0. Po predeleni rovniodslom A nastane pripad (iii), teda ziskame tpa
rovnicu A3.
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(v) 0<A<1aF>0: Polozimea=V(F/A), b=v(F) a dostaneme rovnicu A.4

(vi) A>1aF >0: Postupujeme ako pripade (iv) a ziskame’ op@nicu A.4.

(vii) A<O0 aF > 0: PoloZzimea = V(-F/A), b = VF a dostaneme rovnicu A.5

(viii) A<O0 aF <0: Postupujeme ako pripade (iv) a ziskame’ opénicu A5.
Ostéava_pripad nestredovej kiidseiky s rovnicou (8.1). Vtedy 6 5=AC - B*=A, preto
A =0. Rovnica kuZéoseky ma teda tvar

(8.3) YV +2Dx+F=0.

Determinant matice kuPeseky je -D?, preto podmienka regularnostiez 0. Z nej vyply-
va, Zze kuzBoseka pretina 0©x, z&iatok sustavy suradnic poloZzime do priedgka. Vtedy

zrejmeF =0 a opé& D # 0. PreD < 0 poloZimep = D a ziskame rovnicu A.@reD >0 zme-
nime orientaciu osi a dostaneme predchadzajuci pripad, tedé apénicu A.6. O

8.2 Definicia Rovniciam z vety 8.1 hovorimkeanonické rovnice kuZese’ky a odpovedaju-
cim kartezianskym sustavam suradnic hovorfargonické sustavy suradnic kidse'ky.

8.3 Poznamkyl. Pripominame, Ze rovnica kiibe&ky ma kanonicky tvar iba v kanonickej
sUstave suradnic, a t& ma ku Kiosstke Specifickl polohu. Standardné postufigdania
kanonickej sustavy suradnic a kanonickej rovniguld@nej kuzéoseky ilustruju priklady
8.5 a 8.6.

2. V sustave suradnic, ktora ma vSeobecnu polohtadom ku kuzBos&ke, ma analytické
vyjadrenie kuZBose&ky vSeobecny tvar (1.1).

3. Dve kuzéoseky su zhodné, ak maju rovnaké kanonické rovnicga terave vtedy, ki
maju rovnaky typ z vety 8.1 a v ramci neho rovnais&lné parametre. Napriklad dve elipsy
su zhodné prave vtedy, enmaju rovnake polosi.

4. Dve realne kudeseky su zhodné, ak v rovine existuje taka zhodn&sra mnozinu bo-
dov prvej kuzose&ky zobrazi na mnozinu bodov druhe;j.
8.5 Priklad Najdime kanonicku rovnicu a kanonicku sustavu ddi@kuzé&oseky

Axy + 3y* + 16x+ 12y - 36=0.
1. Stred kuzbBoseky: Je dany sustavou rovnic

2y+8=0 |

X+3y +6=0 |
teda je to bo& = (3, -4). Kuzd'oseka je stredova
2. V priklade 7.7 sme nasli vektor = (1, 2) vyhovujici sustave rovnic (7.1) pre kohe = 4
rovnice (7.2). Odpovedajlci jednotkovy vektouje (175, 2N5).
3. Kanonické sustava suradnic: Nova suUstava swranaizdiatok S = (3, —4) a sUradnicové
vektoryu = (1A/5, 2N5) av = (-2N5, 1N5). (Vektorv sme ziskali ottenim vektorau o +90
stupiov, teda transformaciow,(v) —» (-v, u).)
Transform&né rovnice medzi pdvodnou a kanonickou sustavoadsiic su
(7.5) x=(X - 2y)W5+3)

y=(2X +y)V5-4)
4. Rovnica kuzkBoseky v kanonickej sustave suradnic: Pademy 3.3 jed' =€ =0 a podia
lemy 5.3 jeb' =€ = 0. Teda v zmenenej sustave suradnic ma rovnica tva

ax?+cy?+f =0
Jej koeficienty wtime priamo dosadenim transforfngich rovnic do pévodnej rovnice kuze-
loseky: & =4,c =—1,f = -36, teda kuZkose&ka ma v novej sustave suradnic rovnicu

42 - y? - 36=0.
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5. Kanonicka rovnica kuZese&ky vznikne normalizaciou poslednej rovnice — prédel ju
absolutnymilenom:

X?/9-y?36-1=0.
Dana kuZ&oseka je hyperbola s hlavnou polosou 3 aliag§bu polosou 6. O

8.6 Priklad Najdime kanonicku rovnicu a kanonickd sustavu sdi@éuzé&oseky
9 — 24xy + 16y* — 20x + 110y — 50= 0.
1. Stred kuzkBoseky: Je dany sustavou rovnic
% -12-10=0 )
-12x+ 16y +55=0 |
Sustava nema rieSenie, preto stred RoZe€&ky neexistuje. KuZéoseka je nestredova
2. Os kuzéoseky: V priklade 7.8 sme nasli vektor = (=3, 4) vyhovujuci sustave rovnic
(7.2) pre kora A, = 25 rovnice (7.2). Odpovedajuci jednotkovy vekiou = (=3/5, 4/5).
Jemu odpovedajuci priem€{(u) kuzd'oseky je jej osouo: 3x — 4y — 10= 0. Na nej lezi vr-
cholV = (18/5, 1/5), ktory sme vygtali zo sustavy rovnic
O — 24xy + 16y - 20x + 110y - 50=0 |
3x-4y-10=0)
3. Kanonicka sustava suradnic: Nova sUstava siradaizdiatok V = (18/5, 1/5) a suradni-
cové vektory = (4/5, 3/5) au = (=3/5, 4/5). Uvedomme si, Ze vektoije normalovy vektor
0si o, teda druhy suradnicovy vektor!
Transform&né rovnice medzi pdvodnymi a zmenenymi suradnicami
X = (4x - 3y +18)/5 |
y=(3X +4y +1)/5
4. Rovnica kuZiose&ky v kanonickej sustave suradnic: Pademy 5.3 jeb' =€ = 0. Pretoze

z&iatok sustavy suradnic je bodom ktdsgky, f' = 0. V zmenenej sustave suradnic ma rov-
nica teda tvar

ax?+cy?+2dx =0.
Jej koeficientya’ = 25,¢' = 0,d = 25 ziskame po dosadeni transfomah rovnic do pévod-
nej rovnice kuzkoseky, teda kuzeoseka ma v novej sustave suradnic rovnicu

25,2+ 50¢ = 0.
V kanonickej rovnici (veta 8.1 typA6) ma Hkoeficient pri neznamef zaporny, preto eSte
raz zmenime sustavu suradnic. Vektarahradime vektoromv, pricom kvoéli jednoduchosti
zapisu ponechame predchadzajuce &eni@ suradnicx(, y'). V tejto sustave suradnic ma
kuze'oseka rovnicu
(7.6) 25/% - 50¢ = 0.
Ziskali sme kanonicku sustavu suradnic. Transfon@aovnice medzi pévodnou a kanonic-
kou sustavou suradnic su

X=(-4x - 3y +18)/5 |

y=(-3x +4y +1)/5 )
5. Kanonickéa rovnica kuZeseky vznikne normalizaciou rovnice (7.6), predelimepyvym
koeficientom:

y?-2x =0.
Dana kuzéoseka je parabola s parametrom 1. O
8.7 Veta Afinna klasifikacia kuzboseiek. Pre kazdu kudese&ku v euklidovskej rovine

existuje taka afinna sustava suradnic, Ze rovniza’kse&ky ma prave jeden z nasledujucich
tvarov:
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A. Reqularne kud®seky Nazov kuzéoseky

1. X¥+y-1=0 elipsa
2. X+y¥+1=0 imaginarna elipsa
3. X-y-1=0 hyperbola
4. YV =2x=0 parabola
B. Singularne kuZ®seky hodnosti 2
5. X -y =0 dvojica réznobeziek
6. X +y*=0 dvojica imaginarnych r6znobeziek
7. y¥-1=0 dvojica (r6znych) rovnobeziek
8. V+1=0 dvojica (rbznych) imaginarnych rovnobeziek

C. Sinqularne kudeseky hodnosti 1

9. y'=0 dvojnasobné priamka
Dokaz Veta je jednoduchym doésledkom euklidovskej kikatii kuzd'oseiek (veta 8.1),
staii vhodne zmetti dizky vektorov kanonickej kartezianskej sustavy safadPodrobne to
kazeme na euklidovskom pripade A.3: V kanonickejdzanskejsustave suradnio, e, e
ma elipsa rovnicu?/a? + y?/b? — 1 = 0. V zmenenej afinnejlistave stradni®, ae;, be, ma
kuzd'oseka rovnicux’ + y* — 1 =0, &o je afinny pripad A.1. O

8.8 DefiniciaRovniciam z vety 8.7 hovorimieanonické rovnice afinnej kubseky a odpo-
vedajucim afinnym sustavam suradnic hovorimaonické sustavy suradnic afinnej Kioze
se’ky. Alternativne nazvy safinna kanonicka rovnica kuAese’ky aafinné kanonicka susta-
vy suradnic kuZese’ky.

8.9 PoznamkaDve kuz&ose&ky su afinne ekvivalentné prave vtedy, ak maju ekénafinné
kanonické rovnice, teda prave vtedydkemaju rovnaky typ z vety 8.7. Napriklad kazdé dve
elipsy vratane kruznic su afinne ekvivalentné. Bad@ne kuzBose&ky su afinne ekvivalentné,
ak v rovine existuje taka afinna transformaciay&tmnozinu bodov prvej kukeseky zob-
razi na mnozinu bodov druhej.

8.10 Poznamky 1V euklidovskej rovine sme mali 11 typov kiibeeiek, v afinnej rovine je
ich iba 9. Euklidovské kruznice a elipsy splyvajafinnej rovine do jedného typu, rovnako
euklidovské imaginarne kruznice a imaginarne elig3statné typy kudzeseiek sa precho-
dom k afinnej geometrii nemenia.

2. Pri afinnom poliade na kuZoseky sa stracaju vSetky ich metrické invarianty. Nilad
vSetky paraboly v afinnej rovine su navzajom afiek@ivalentné, pre ich afinny parameter
platip = 1. Rovnako vSetky kruZnice su medzi sebou afirkvévalentné, kazd4 ma vo vhod-
nej afinnej ststave stradnic rovniéur y* - 1 = 0.

3. Kuze'ose&ka mé spravidla viac afinnych kanonickych sustanaddic ako euklidovskych.
Napriklad elipsa (nie kruznica!) ma prave Styri leddvské kanonické sustavy suradnic, ale
afinnych mé nekorime vé'a, pozri tlohu 8.11.4.

8.11 Ulohy

1 NapiSte kanonické rovnice kubseiek
a) 5¢ +4xy+ 8y - 3%+ 56y +80=0  [X¥9+y?%4-1=0]

b) 6xy + 8y’ — 12x - 26y + 11=0 X29-y?-1=0]
C) X%+ 2xy+y? +3x+y=0 2 - v2/2¢ = 0]
d) X+ 4xy+ 4y* - 4x+ 2y - 5=0 [y? - 2V5/5¢ = 0]

2 Kol'ko kanonickych kartezianskych sustav suradnic nididmyska kuzéose&ka? [Elipsa
a hyperbola 4, parabola 2, kruznica nekoeevd’a, ati’.]
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"3 Dokaztetas’ klasifikatnej vety 8.1 o singularnych kuiesetkach. [Navod: Postupuijte ako
v pripade regularnych kubiseiiek. V rovnici (8.2) vyl@&te moznos A= 0 a diskutujte pri-
padyA>0 aF=0,A<0 aF =0. Vrovnici (8.3) diskutujte pripadp =0 aF>0,D=0 a
F<0]

"4 a) Dokazte: AlSje stred elipsy &, B s jej dva také body, Ze vektoty- S, B — Surcuji
zdruzené smery, t&& A — S B — Sje afinna kanonicka sustava suradnic elipsy.

b) Sformulujte tvrdenia analogické k a) pre hypéubo

c¢) Sformulujte tvrdenia analogické k a) pre parabol

d) Sformulujte analogické tvrdenia analogické k@8 dvojicu réznobeziek.

e) N4jdite vSetky afinné kanonické sustavy suradmdjice rovnobeziek.

[O, e f, kdeO' je 'ubovd’ny stred kuzBoseky, e je Tubovd’ny nenulovy smerovy vektor
oboch rovnobeziek i=P —O', pricom P je T'ubovd’ny bod kuZ@oseKky.]

5 Zostavte rovnicu kuzeseky so stredomS= (2, 1), pre ktord su priamkic y—-2=0,
I: x =y = 0 dotynicami v koncovych bodoch zdruZzenych priemerov.

[X* - 2xy + 2% - 2x+ 1= 0. Navod: Pomocou odpovedajlcich zdruZzenych priemeypasi-
tajte body dotyku priamok, |.]
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9 Ohniskoveé vlastnosti kuze Foseciek

V tejto kapitole uvedieme najma klasické charaktarie elipsy, hyperboly a paraboly pomo-
cou ohnisk a riadiacich priamok. Elipsy a hyperkgpyacujeme paralelne, fom alternativu
pre hyperboly uvadzame v hranatych zatvorkach.

9.1 DefiniciaUvaZujme elipsu [hyperbolu] s kanonickou rovnicéia? + oy?/b® — 1= 0. Pri-
tom pre elipsu plaif = 1,a>b > 0 a pre hyperbola = -1,a, b> 0. Cislo
e=V(a’ - ab®)
je (inearna excentricita Ohniskaelipsy [hyperboly] su body, ktoré v kanonicke] sy
suradnic elipsy [hyperboly] maju suradnice
(9.1) Fi1=(-¢0) a F,=(g 0).
Useiky (niekedy priamky resp. polpriamk§)F1 aMF, sa nazyvaj&prievodie boduM elip-
sy [hyperboly].
9.2 Lemaa) Pre kazdy bod elipsy/a® + y?/b> - 1=0,a>b plati|x| < a, |y| < b, a° + ex> 0.
Pre kazdy bod hyperbokf/a? - y*/b? = 1= 0 plati [x| = a aa® + ex< 0.
b) Pre kazdy bod elipsy [hyperboly] s kanonickouniooux?/a’ + oy?/b? — 1 = 0 plati
o(2a’ - - -y) = 0.
Dokaz Pre kazdy bodX = (x,y) elipsy plati x¥¥/a®=1-y*/b*< 1, &ize ¥ <a’. Rovnako
y? < b? tedalX| < a, |y| < b. Pretoo(2a? — € — % — y?) = (@ - X®) + (b* - y) = 0. Nerovnos
a+ ex> 0 vznikne prenasobenim nerovnast e aa = |x|, lebo ich pravé strany su kladné.
Pri hyperbole sa postupujelwei podobne. O

9.3 VetaElipsa [hyperbola] s kanonickou rovnico@/a® + oy?/b> -~ 1=0 je mnoZina v&et-
kych bodov v rovine, ktorych gat vzdialenosti [absolutna hodnota rozdielu vzdiadti] od
ohnisk je 2. Teda

elipsa= { XOE? |XF4| + [XF,| = 2a},

hyperbolas { XOE?; | [XF4| — |XF| | = 2a}.
Jednotné vyjadrenie podmienky pre body elipsy a&Hhyqly je
(9.2) elipsa alebo hyperbota{ XOE?; | [XF4| + o|XF| | = 2a},
Dokaz Rovnos ||XFi| + 0|XF,|| = 2a je zrejme ekvivalentna s rovrimal (XF:| + o|XF,[)? =
4a?, ktord s vyuZitim veahov

(9.3) XEP=x*+y*+e+2ex20, i=1,2

I'ahko upravime do tvaru

(9.4) VOC + V2 + € + 2eX) V(0 + y* + € — 2eX) = 0(2a% - (¢ + y* + €)).
Po umocneni na druhta z rovnosti (9.4) vyplyva ra&/no

(9.5) C+yP+e+2eX) 0C+y + e —2eX) = (2a° - (¢ + YV + €9)).

Na z&klade nerovnosti v (9.3) a na zaklade lemly 8(Rrovnosti (9.4) a (9.5) navzajom ekvi-
valentné. Po jednoduchych Upravach postupne dos@saimi ekvivalentné rovnosti

- =al -l +y +¢€),

(@ - +ay’-a*@-¢€)=0.
Posledn(i pomocou vzorea - € = ab?® 'ahko prepiSeme do tvax/a® + oy?/b* - 1=0. O
9.4 Dosledok(klasicka definicia elipsy [hyperboly]) Dané sudgd-;, # F, a kladné reélne
Cislo a, pricom 2a> |FiF;| [2a < |FiF;]]. MnoZina vSetkych bodov v rovine, ktorychésfi

vzdialenosti [absolUtna hodnota rozdielu vzdialéhosl bodovF;, F; je 2a, je elipsa [hyper-
bola]. O
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9.5 DefiniciaOhnisko parabolyresp.riadiaca priamka parabolys kanonickou rovnicou
y? - 2px =0 je bodF resp. priamké, pre ktoré v kanonickej ststave stradnic parapialty
(9.6) F=(p/2,0), f:x+p/2=0.
Useky (niekedy priamky resp. polpriamk)F; aMM’, kdeM' je kolmy priemet bodiv do
riadiacej priamkyf, sa nazyvajgprievodie boduM paraboly.
9.6 PoznamkaRiadiaca priamka paraboly je polara jej ohniskah{@ 9.20.7a).
9.7 Veta Parabolas kanonickou rovnicoy” - 2px=0 je mnoZina vietkych bodov roviny
rovnako vzdialenych od ohniska a od riadiacej pkipparaboly. Teda

parabola= { XOE? [XF| = |Xf}.
Doékaz LCubovd’ny bodX = (X, y) roviny je bodom uvaZzovanej mnoziny bodov pravedyt
ked |XFf = |Xf, teda prave vtedy, Ke(x - p/2)* +y* = (x+ p/2)°>. Po jednoduchej Gprave
dostaneme ekvivalentnti podmienfu- 2px = 0. O

9.8 Dosledok(klasicka definicia paraboly) Dany je b&da priamkaf, pricom FOf. MnoZina
vSetkych bodov v rovine rovnako vzdialenych od bBduod priamkyf je parabola. O

V nasledujlcej vete ukaZzeme, Ze aj elipsu a hypenmnozno charakterizoégpomocou ohni-
ska a riadiacej priamky podobne ako parabolu. Naotcebujeme eSte jednu definiciu.

9.9 Definicia Cislo € = e/a je numericka(alebo tieZsiselnd excentricitaelipsy [hyperboly].
Priamky

(9.7) fioxtale=0

suriadiace priamkyelipsy [hyperboly]. KaZzda z nich odpoveda ohnisky s rovnakym in-
dexom.

9.10 PoznamkaRiadiaca priamka elipsy [hyperboly] je polara odpdajiceho ohniska (Ulo-
ha 9.20.8).

9.11 VetaElipsa [hyperbola] s kanonickou rovnico@/a® + oy?/b? - 1= 0 je mnoZina v&et-
kych bodov roviny, pre ktoré sa pomer vzdialenaxti ohniska k vzdialenosti od odpo-
vedajucej riadiacej priamky roviigselnej excentricite kuZeseky, cize

elipsa [hyperbola¥ { XOE? [XF| / [Xfi| =€ =¢ela}.
Dbkaz Nech X=(x,y) je Tubovdny bod roviny. Mame dokafa Zze obe podmienky
IX,Fi|/Xfi|=€,i=1, 2, st ekvivalentné s rovnicatia® + oy’/b* — 1= 0. Zrejme st& doka-
za’ ekvivalenciu kanonickej rovnice elipsy [hyperbo$ytovnogou
(9.8) IXR[* = e2|Xf[”.
Je zrejmé, Z2&XF [ = (x £ &)? + y? a|Xfi[F = (x + ale)?, preto je rovnas(9.8) ekvivalentna s

(x+ €)% +y? = e(x + ale)?,
¢o s vyuzitim vZahue = e/a upravime na tvar

@ - +ay’ +ai(ef-a’)=0.

Nakoniec vyuZijeme rovnés’ — a* = ob” O
9.12 DosledokDané je kladnéislo €, bodF a priamkaf, pricom FOf. Mnozina vSetkych bo-
dov roviny, pre ktoré sa pomer ich vzdialenostibmtiu F k ich vzdialenosti od priamkfy
rovnacislue, je elipsa pree<1,

parabola pree =1,

hyperbola pree> 1. (]

9.13 VetaV kazdom bodéM elipsy [hyperboly] je normala [datgica] osou uhld&;MF.
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Dokaz urobime iba pre elips@Q, pre hyperbolu ho prenechavarite’ovi (Uloha 9.20.2).
Stai dokazd, Ze prefubovd’ny bodM = (m, n) elipsyb®E + a®y? — a’b? = 0 plati
(9.9) cosin, F; — M =codIn, F, — M,

kden = (b°’m, a’n) je smerovy vektor normaly elips§?e normalovy vektor dotiice v bode
M. Na zaklade suradnic ohnisk (9.1) je dokazovartehie ekvivalentné s rovnisu

(-b%em- b’ —a?n?)V(& + n + n® — 2em) = (b’em- b’n? —a’n®)V(e? + n¥ + n® + 2en).
PretoZe bodV leZi na uvaZovanej elipse, pl&fin? + a’n® = a’®. Predchadzajlcu rovnds
teda mézeme prepisdo podoby
(9.10) (&% +emV(e® + ' +n? - 2em) = (&% — emV(e* + n? + n* + 2en).

Z (9.3) a z lemy 9.2a dostavame, Ze ro¥n@s10) je ekvivalentna s rovniasi

(9.11) (@*+ée’n? + 2a%em)(€® + n' + n? - 2em) = (a* + ’n? — 2a%em)(€® + N’ + n’ + 2em).

Po oznaeni A=a*+en?, B=2a%em C=¢&+n¥+n’ D=2em ma rovnos (9.11) tvar

(A+B)(C-D)=(A-B)(C+D),cize AD=BC. Po dosadeni z&, B, C, D teda mame
2em(a’ + € = 2a’en(€? + n? + ).

Nakoniec vyuZijeme vzorea® - €’ = b? a dostanemé&’nr + a’n’ - a’h? = 0, ¢o je pravdivy

vyrok, leboMOQ. Preto je pravdivy aj dokazovany vyrok (9.9). O

9.14 Do6sledol u¢ vyslany z jedného ohniska elipsy po odraze odsglirechadza druhym
ohniskom. O

9.15 PoznamkaVeta 9.13 sa obvykle formuluje takto: Détyca elipsy [hyperboly] rozgoi-
je vonkajsi [vnutorny] uhol sprievagiv bodu dotyku.

9.16 VetaPre parabolu s ohniskofa vrcholomV je normala v bod& osou uhla&FMA, kde
MA je polpriamka suhlasne rovnobezna s polpriamkBu(Inymi slovamiA=M + (F - V).)
Dokaz Stai dokaza, Ze pre bodv = (m, n) parabolyQ s rovnicow? — 2px = 0 plati

(9.12) co§in, F — M = codlne,

kde n = (b°’m, a’n) je smerovy vektor normaly v bodé ae; = (1, 0). Na zaklade hodnét su-
radnic ohniska paraboly, pozri (9.6), je dokazoviangenie ekvivalentné s rovnisi

—p? + 2pm —2n® = —p(2m + p).
Po jednoduchej Uprave dostaneme ekvivalentn(i rava¢s — 2pm) =0, a ta plati, lebo
MUOQ. Preto plati aj dokazovana roviid8.12). O

9.17 PoznamkaVeta 9.16 sa obvykle formuluje takto: Détyca paraboly rozgwije vnutor-
ny uhol sprievodiov bodu dotyku.

9.18 DosledokVsetky Ie vyslané z ohniska paraboly su po odraze od phratblasne
rovnobezné s osou paraboly. Obratenée ldesuhlasne rovnobezné s osou paraboly po odraze
od paraboly prechadzaju jej ohniskom.

Vlastnos' paraboly z désledku 9.18 ma Siroké uplatneniechriike napr. v reflektoroch a
vo vysielacich aj prijimacich anténach. Paodradicie Archimedes okolo r. 200 pr. n. I. pri
obrane Syrakiz na dieu spalil rimske lode pomocou [k&ho zrkadla parabolického tvaru
poskladaného z vyleStenych kovovych Stitov.

9.19 Poznamkaa) Niekedy, napriklad pri vykrésvani kuzéoseky na pditaci, je vyhodné
pouzt’ jej parametrické vyjadrenie. Standardne sa poyziieto parametrické vyjadrenia
kuzd'osegiek:

KruZnica s rovnicou x*+y*-r*=0 P(t) = (r cod, r sint), tCKO, 21

Elipsa s rovnicou  x¥a?+y/b*-1=0 P(t) = (acod, bsint), t{}(0,2m

Hyperbola s rovnicoux¥/a’ - y?/b*—1=0 P(t) = (+ acosh, bsinh), t0(-c, )
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Parabola s rovnicou y* - 2px=0 P(t) = (t%(2p), 1), t0(~co, )
b) V parametrickom vyjadreni hyperboly sa vyskgtle menej zname funkcie
hyperbolicky kosinus coshx = Y4(& + €7),
hyperbolicky sinus  sinhx = %2(€' - €.
Lahko sa mozno presvéd, ze
coshx —sintfx =1, cosh=sinh, sinkx = cosk.
Varovanie: Funkcie sinta coskx nie su periodické!

Inverznd funkcia k hyperbolickému sinusu sa nazgvgument hyperbolického sinusu®, skr.
Argsinh. Na rozdiel od znamelyg= arcsirx nepredstavuje novu elementarnu funkciu, lebo

sinfi’x= Argsinhx = In(x +vx? +1).

9.20 Ulohy

1 Prazkové konstrukcie bodov elipsyNa suradnicovych osia@x, Oy kartezianskej sustavy
suradnic lezia bodil, N tak, Ze|[MN|=a+ b, a>b > 0. Dokazte, Ze bod Use&ky MN, pre
ktory [MX| = b, leZi na elipse s rovnicod/a® + y’/b* — 1= 0.

[Navod: X = a/(a+b)M + b/(a+b)N, pricomM = (m, 0),N = (0, n), n? + n= |MN| = (a + b)?]

b) Na uséke MX je dany bodN tak, ze][MN|=a, INX| =b, a>b > 0. BodyM, N lezia na su-
radnicovych osiacl®x, Oy kartezianskej sustavy suradnic. Dokazte, zeXdeli na elipse
s rovnicowd/a® + y*b?* - 1= 0.

[Navod: X = —a/bM + (a+b)/bN, pricom M = (m, 0),N = (0, n), n? + n>= [MN| = &]

2 Dokazte vetu 9.13 pre hyperbolu.

3 Dokazte, Ze: a) Bod sumerny s jednym ohniskont@adtynice elipsy [hyperboly] lezi na
kruznici so stredom v druhom ohnisku a s polomeam

b) Kolmy priemet jedného ohniska do datice leZi na kruznici so stredom v strede Koze
seky a s polomerona. [Navod: Veta 9.13.]

4 a) Dokéazte, Ze bod sumerny s ohniskom parabolygpddtynice lezi na riadiacej priamke.
b) DokaZzte, Ze kolmy priemet ohniska parabolydioovd’nej dotynice leZzi na donici vo
vrchole.

5 Najdite mnoZinu bodov, z ktorych mozno vielve na seba kolmé datyice paraboly.
[Navod: Veta 9.16, uloha 9.6c.]

6 Presvedte sa, ze parameter paraboly (definicia 9.5) alipsp. hyperboly (Gloha 1.10) je
polovica dzky tetivy prechadzajucej ohniskom kiigaegky kolmo na (hlavnu) os.

[Navod: Pditajte prieséniky priamkyx — e = 0 s kuzéosekou x?/a® + oy’/b* - 1=0.]

7 Priesénik osi paraboly s jej riadiacou priamkou oamaH. Dokézte:

a) Riadiaca priamka paraboly je polarou jej ohniska

b) Poléara bodiH prechadza ohniskom kolmo na os paraboly.

c) Dotyenice paraboly prechadzajuce bodbinsu na seba kolmé.

d) Dotynice paraboly prechadzajuce bodbhobsahuju priesmiky paraboly s kolmicou na
0s vztyenou v ohnisku.

8 Dokazte: a) Riadiaca priamka elipsy je polaroucydplajuceho ohniska.

b) Riadiaca priamka hyperboly je polarou odpoveckjd ohniska.

9 Presvedte sa, Ze suradnice bodB¥t) z poznamky 9.19 vyhovuju rovnici prislusnej kuze-
roseky.

10a) Uvedomte si, Ze pre parametdsoduP(t) = (r cog, r sint) z kruZnicex* +y*-r?=0
plati:t je orientovany uhol vektorosi, P(t) — O. Nartnite odpovedajuci obrazok.

b) Dokazte, Ze pre parametdroduP(t) = (a cog, b sint) z elipsyx¥/a’ + y?/b* -1 =0 plati:t

je orientovany uhol vektorog, Q(t) — O, kde Q(t) = (a cog, a sirt) je bod kruZnice? + y* —
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a® = 0. Na‘rtnite odpovedajlci obrazok. [Navod: Pozri Gloh@413. Uvedomte si, Ze body
P(t), Q(t) lezia na rovnobeZzke s osQy.]

c) Presvedte sa, Zze bodf(t) = (a cog, b sint) a P(t + 172) urkuju zdruzené priemery elipsy
x*/a® + y?Ib? - 1= 0. Nartnite odpovedajlici obrazok vratane bodd(t) = (a cog, a sint) a
Q(t + 172) z Ulohy b).

*d) Uvedomte si, ze Skalovanie=x, y = (b/a) y je afinna transformacia roviny a Ze kazda
afinnd transformacia zobrazuje zdruzené priemeddiase&ky do zdruZzenych priemerov
obrazu kuZBoseky. Znova sa pozrite na ulohu c).

*11 Presvedte sa, ze dotinica elipsy, hyperboly a paraboly ako parametriz&glanych kri-
viek (poznamka 9.19) je totoZzna s daticou z definicie 2.6.
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10 Plochy druhého stup na

V tejto a v nasledujdcich kapitolach pracujeme klidovskom priestoreE®, v ktorom je za-
dana afinna resp. kartezianska sistava sUradnfediée bodu £° resp. vektora pdé
okolnosti zapisujeme v tvarg( x,, x3) alebo &, y, 2).

10.1 DefiniciaPlocha druhého stufa Q alebo tieZkvadraticka plochaesp. kratkdkvadrika
je urkena vziiadom na aktualnu afinnt alebo karteziansku sussawadnic kvadratickou
rovnicou s realnymi koeficientmi

(10.1) ag1X1” + 2810X1X0 + 2813%1Xa + ApoXo” + 28poXa + BgaXa” +
+ 2b1X1 + 2b2X2 + 2b3X3 +c=0, @11, ...,333) #* (0, veny O),

striene
3 3
(10.2) D g xx; +y.2hx +c=0, a; =a; pre vietky,j=1, 2,3,
i,j=1 i=1
maticovo
a, a, az; b Xy
(10'3) XDTKD[Xuz O, Q - a12 a22 a23 b2 , X- — X2
a13 a23 a33 b3 X3
b, b, b, ¢ 1

(VSimnite si, ze matic® je symetricka a jej podmatica;fi -1, 2, sje nenulova.)
Dve rovnice resp. dve matice¢uju v rovnakej sustave suradnic rovnaku kvadrikujeana
Z rovnic je nasobkom druhej nenulovou konstantou.
MaticeQ aQ' urtuju v rdznych afinnych sustavach suradnic rovnakadkiku, ak

Q =kFQE,
kdeF"je transforma&na matica medzi ststavami stradni&¥ak # 0.
Bod kvadrikyje kazdy bod euklidovského priestdf, ktorého stradnice vyhovuja rovnici
kvadriky.
Definicia kvadriky VE® sa priaméiaro zov$eobecni na definiciu nadkvadrikg-vozmernom
euklidovskom priestorg". Pren = 2 spatne ziskame kuzseku.

10.2 Priklady a) Gwova plochaso stredon&= (Xo, Yo, Z0) @ S polomerom > 0 je v kartezian-
skej ststave stradnic vyjadrena rovnicot o)* + (y — yo)* + (z— z0)* - r* = 0, &iZe rovnicou
(10.4) X+ Y + 2 = 2X0X = 2Yoy = 222+ (Xo* + Yo© + %7 — 1) = 0.

(V afinnej sustave suradnic tato rovnica vo vSenbsit vyjadrujeelipsoidso stredong.)

b) Dvojica rovinje vyjadrena rovnicouak + by + cz+ d)(@x+b'y+c'z+d) =0. Jej bodmi
su prave body rovin s rovnicamex + by +cz+d=0aax+by+cz+d =0.

c) Valcova plochge vo vhodnej afinnej sustave suradnigemé rovnicou

(10.5) ax + 2bxy+ ¢y’ + 2dx+ 2ey+f=0, @, b,c)# (0,0, 0).

Jej bodmi su prave vSetky body vSetkych priamokobeznych s 0soQz ktoré rovinuOxy
pretinaju v bodoch kufeseky s rovnicou (10.5). Spominané priamkypsyrchove priamky
tej valcovej plochy. Ak je ta kuEeseka kruznica a ak je 09z kolma na rovinuOxy, vznika
rotacha valcova plocha

d) Kuzdova plochge vo vhodnej afinnej sustave suradnigema rovnicou
(10.6) auxa” + 2a12XXe + 2843X1Xs + ApoXe” + 28p9%oXs + AaaXa” = 0.

Kuzelova plocha obsahuje s kazdym bod&m (X1, Xz, X3) aj bodX' = (txy, tXp, tX3) pre vSetky
tOR. Jej body teda vyipaju priamky, ktoré vietky prechadzaj&izékom sustavy stradn(@,
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¢o je vrchol kuzéovej plochys rovnicou (10.6). Spominané priamky @ovrchové priamky
kuze'ovej plochy.

10.3Rovnako ako kudeseky delime kvadriky naegularneasingularnepod’a toho,¢i ma-
tica rovnice kvadriky je regularna alebo singulareaaci jej determinant je nenulovy alebo
nulovy.

Prikladom regularnej kvadriky je tova plocha. Dvojica rovin, valcova plocha a Kinké
plocha su singularne kvadriky.

10.4Rovnako ako pri kudesekéch aj pri kvadrikach hovorime o realnych a imagnych
kvadratickych plochach. Imaginarne su tie, ktorpohoZina bodov je relativhe malé, pozos-
tava z priamky, jedného bodu alebo prazdnej mno&niklady:

a) Rovnicad + y* = 0 vyjadruje priamku, 06z Kvadrika jedvojica imaginarnych réznobez-
nych rovinx—iy=0 ax +iy=0.

b) Rovnicad + y* + Z2 = 0 vyjadruje jediny bo® = (0, 0, 0). Kvadrika jémaginarny kuz.

c) Rovnicax’ + 1 =0 vyjadruje prazdnu mnoZinu. Kvadrika deojica imaginarnych rovno-
beznych rovik—i=0ax+i=0.

d) Rovnicax® +y* + Z +r? = 0 vyjadruje v kartezianskej ststave stradnic prazinoZinu.
Kvadrika jeimaginarna guiova plochaso stredom v zgatku sustavy suradnic.

Kvadrika z prikladov a), b), ¢) st singularna, ikfade d) je regularna.

10.5D4 sa dokaza Ze nasledujuci zoznam obsahuje vSetky typy requté realnych kvad-
rik. Kvadriky su vyjadrené ich kanonickymi rovnicanahfadom na kanonicku karteziansku
sustavu suradnic. V rovniciach vystupujuce kongtanb, c, r su kladné realné&sla.

X* oyt oz a L
(E) ?+F +?—1—0 elipsoid
2 y2 ZZ
(1DH) _2+F__2_1=0 jednodielny hyperboloid
a c
2 y2 ZZ
(2DH) —+=5-—+1=0 dvojdielny hyperboloid
a c
2 y2
(EP) — +F -2z=0 elipticky paraboloid
a
X2 y2
(HP) — = ey -2z=0 hyperbolicky paraboloid
a
Doélezitym Specialnym pripadom elipsoidu preb=c=r je
(GP) X¥+yY+Z-r°=0 gwova plocha

10.6Rotaneé regularne kvadrikyznikaju rotaciou kruznice, elipsy, hyperboly algiaraboly
okolo jednej jej osi. Standardne lezi kildsgka v rovineOxz kartezianskej sustavy suradnic
a os rotacie j@z Takto vzniknegu/ova plocha(G), rotacny elipsoid(RE), rotacny jedno-
dielny hyperboloidR1DH), rotacny dvojdielny hyperboloidR2DH) arotacny elipticky pa-
raboloid (REP). Pre koeficienty v ich kanonickych rovnidigadatia = b.

Rotainy elipsoid jesplostenyalebopredZenypoda toho,¢i a=b>c (zemeglia) aleboa
=b < c (ragbyova lopta). Pa = b = ¢ sa rotény elipsoid meni na govua plochu.

10.7 Rotané singularne kvadrikyznikaju rotaciou dvojice priamok okolo jej osi.dXojice
rovnobeznych priamok vznikmetacna valcova plochgRVP), z dvojice rdznobeZnych pria-
mok rotacna kuzéovéa plocha(RKP). Standardne leZi rotujlca dvojica priamalowine Oxz
kartezianskej sustavy suradnic a os rotact@zepricom stred dvojice roznobeznych priamok
je z&iatok O. Odpovedajuce kanonické rovnice su
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(RVP) X +y-r?=0 rotacné valcovéa plocha
(RKP) X +y*-rZ=0 rotacna kuzéova plocha

10.8 Pri skimani afinnych vlastnosti regularnych kvadri&Zno pou#i jednoduchsie tvary
ich rovnic z odseku 10.5 s koeficientass b=c=r =1 (Gloha 10.14.1).

10.9Spolané body priamkyMu s kvadratickou plochour¢ujeme podobne ako pre kibe
se&ky, pozri odseky 2.1 — 2.3. Zakladom je Opé#évnica najviac druhého sti@
A? + 2Bt + C = 0 pre nezndmy parameter parametrického vyjadrenia priamidu.

10.10Na rozdiel od kuZmseiek, kde priamky mozu lefaba na singularnych kufese-
kach (Uloha 2.12.4b), regularne kvadriky mézu obsahpovrchové priamkyVtedy ide o
priamkové kvadrikyktorymi su prave jednodielne hyperboloidy a hyyoické paraboloidy.

10.11 VetaKazdym bodom jednodielneho hyperboloidu alebo hypkského paraboloidu
prechadzaju prave dve povrchoveé priamky. Ostatgél@ene kvadriky priamky neobsahuju.

Doékaz vykoname iba pre jednodielny hyperbold@ hyperbolicky paraboloid prenechame
Citate’ovi (Uloha 10.14.2). Prechodom k vhodnej afinnejtave suradnic méZzeme rovnicu
(1DH) z odseku 10.5 zjednodtidlo tvarwé +y* - Z - 1= 0.

Prelfubovd’ny bodM = (m, n, p) hyperboloiduQ uvazujme vektory

uy = (pm+n, pn—m, m? +n?), uz=(pm-n, pn+m, n’ +n?).
Posledna suradnica vektoraw, u, je nenulova, lebon?+n?=p?+ 120 kvdli rovnici
(1DH). Preto linearna zavislbvektorovu,, u, by implikovalau; = u,.Vtedy alem=n=0,
&izep?+1=0,¢o je spor. Dosadenim do rovnice (1DH)I'shko presvetime, Ze stradnice
vSetkych bodov priamoku;, Mu, vyhovujd rovnicix® + y* - Z-1=0. O

10.12Mnohé vlastnosti kuZeseiek sa bez problémov daju prenieg na kvadriky, napri-
klad: a) Definuje sa stred a singularny bod kvadfiddseky 3.1, 3.6) a dokaze sa, Ze kvadrika
je sumerna pdt svojho stredu (veta 3.4). Definuju sa stredovéesiredové kvadriky

a sformuluje a dokaze sa ich analyticka charakikesigveta 3.5). OpiSu sa mnoziny tvorené
stredmi nestredovych kvadrik (priklad 3.2.4).

b) Definuje sa polara bodu viddom na kvadriku a zisti sa, kedy je rovinou (ogiskR, 4.2).
Skima sa symetria polarity®? (veta 4.6).

c) Dotykova rovina v bode regularnej kvadriky sapthodine definowaako polara bodu
dotyku (veta 4.3). Novy vysledok o kvadrikach jeatizkové roviny priamkovych regularnych
kvadrik obsahuju obidve povrchové priamky iduce dmddotyku. Pre ostatné regularne
kvadriky ma dotykova rovina s kvadrikou spig iba bod dotyku.

d) Definuje sa polara vektora a smeru Rembom na kvadriku a skiima sa, kedy je rovinou
(odsek 5.1). To vedie k asymptotickym smerom kygdrEkima sa Sikma sumerrtidsodov
kvadriky pod'a polar neasymptotickych smerov (veta 5.4).

10.13 Veta(o slove ,kuzéos&ka“) Rovina, ktora neprechadza vrcholom tokg kuzdovej
plochy, pretina kuZeva plochu v elipse (vratane kruznice), v paraballebo v hyperbole
pod’a toho,¢i snou rovnobezna rovina prechadzajuca vrcholom kawej plochy obsahuje
prave 0O, prave 1 alebo prave 2 povrchové priamkgiavej plochy.

Dokaz UvaZujme rotént kuzéov( plochuK s rovnicoux® +y* - r’Z = 0 a rovinup, ktora
neprechadza vrcholo® = (0, 0, 0). Po pripadnom podtni sustavy suradnic okolo @z
mébzeme dosiahniuZe rovinap je rovnobezné s osddy a Ze pretina povrchovl priamka
kuze'ovej plochyK so smerovym vektorora = (r, 0, 1) leZziacu v rovin®©xz Priesénikom
je bodM = (rm, 0,m), pricomm> 0, (akm< 0, zmenime orientaciu 0812). Rovinap je teda
uréena bodonM = (rm, 0,m), m> 0 a ortonormalnymi vektornt = (a, 0,8), a’+f3°=1 a
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e =(0, 1, 0). M6zZeme tiez predpoklatae pre vektob platirf— a >0, lebo v rovin€Oxz
ma priamkaDa rovnicux — ry = 0 a vektotb nie je siou rovnobezny.
Rovinu p vyjadrime parametricky

(10.7) X=rm+au, y=v, z=m+Su.
Pripomeéme, Ze parametrel,(v) boduXp su jeho suradnice vEadom na karteziansku sus-

tavu suradni®/, b, e, roviny p, pricom v priestore ma boX suradniceX, y, 2).

Prienik rovinyp s kuZz&ovou plochoK je v sustave suradnic roviny vyjadreny rovnicou
(10.8) V2 = 2pu+ quf,

kde p=rm(r3 - a), q=r’8?- a? Vzhadom na nerovnostn>0 arB- a>0 je &slo p
kladné. Prey = 0 je zrejme rezonp n K parabola s rovnicou = 2pu. Pod'a tlohy 1.24.10 je
preq zaporné rezom elipsa a pré&ladné hyperbola.

Parametrické rovnice roving' iducej vrcholomO kuze'ovej plochyK rovnobezne s rovinou
£ vznikna z rovnic (10.7) pren= 0. Rovinap' pretina kuzé K v povrchovych priamkach,
ktorych smerové vektory émje rovnicav = qué, ktora vznikne z rovnice (10.8) pre=0,
teda prep = 0. Preto pdet priamok, ktoré tvoria prienig n K, je prave 0 resp. prave 1 resp.
prave 2 poth toho i g je zaporné resp. nulové resp. kladné, teddgtmho,¢i rezomp n K
je elipsa resp. parabola resp. hyperbola. O

10.14 Ulohy

1 Dokéazte tvrdenie z odseku 10.8. [Navod: Skélovatdgda zmena mierky na osiadfize
transformacia suradnic tvaxu= ki X1, X2 = ko Xz, X3 = ks X3, K, ko, ks # 0.]

2 a) DokaZte vetu 10.11 pre hyperbolicky paraboldid y* - 2z = 0. [Navod: Pre kaZzdy bod
paraboloidu Badajte taky nenulovy vektar, Ze vSetky koeficienty rovnice pre spaté body
priamkyMu s paraboloidom su nulové.]

"b) Nech A=(-1, 0, %), B=(0,-1,-%), C=(1,0, %), D=(0, 1,-%), Ki=A+t(B-A),
L;=D +t(C — D). Dokazte, ze vSetky sUUR bod Ps=K; + s(L; — K;) lezi na hyperbolickom
paraboloided — y* — 2z= 0. (Pret, s z intervalu(0,1) body P tvoria tzv. priestorovi $tvor-
uholnikovu zaplatu.)

*c) Dokazte, Ze préubovd’né nekomplanarne body, B, C, D existuje VE® také afinna sus-
tava suradnic, v ktorej body maju suradnice akasti b).

3 Dokazte, Ze rez kvadriky (10.1) rovindduv, pricom M = (my, m,, mg), u = (Uy, Uz, Us),

v = (v, V3, V3), je kuzdoseka. [Navod: Dosdite z parametrickych rovnic roviny do rovnice
kvadriky. Uvedomte si, Ze parametre bodu roviiyv su jeho suradnice v afinnej sustave
suradnidM, u, v roviny Muv.]

4 a) Presvette sa, Ze rezy eliptického paraboloidu (EP) regpetbolického paraboloidu
(HP) rovinamiz = ¢ su elipsy (pre > 0) resp. hyperboly (pre# 0).

b) Presvette sa, Ze rezy eliptického paraboloidu (EP) a Hyplerkého paraboloidu (HP)
rovinouy = 0 su totozné paraboly.

c) Presvedtte sa, Ze rezy eliptického paraboloidu (EP) rovinam c su navzajom zhodné
paraboly, piom kaZda vznikne posunutimB’ z rezu pree = 0. To isté plati aj pre hyperbo-
licky paraboloid (HP).

5 Dokazte: a) Pre dané kladuislo r je kazda parabola zhodna s rezom &g kuzéovej
plochyx® + y* - r?Z = 0 vhodnou rovinou.

b) Kazda elipsa a hyperbola je zhodna s rezom Wjodihainej kuZzé&ovej plochy vhodnou
rovinou.

[Navod: a) Ukézte, Ze Vbou a, £ mozno rovnici (10.8) dosiahtig = 0, pricom koeficient
p=rm(rg8 — a) méze vdbou m nadobudnti 'ubovd’nud kladna hodnotu. b) ZrekonStruujte
polosia, b elipsy resp. hyperboly z koeficientov rovnice @)Quloha 1.24.10.]
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11 Projektivny poh Fad na kuZe lose €ky

V tejto kapitole pracujeme v euklidovskej rovigé a v jej projektivnom rozéireraE2 (pozri
Dodatok I1). Od kuzkoseky Q prejdeme k jej projektivnemu rozsireniQ, ¢im sa mnohé
dolezité vlastnosti kufeseky zjednodusSia a spréadnia.

11.1UvaZujme kuZBoseku Q vyjadrenu v afinnych susradniciach rovnicou

(11.1) ax + 2bxy+cy? + 2dx+ 2ey+f=0, @, b,c)# (0,0, 0).

Rovnicu kuz&oseky Q v odpovedajucich homogénnych suradniciaghx}: xo) ziskame tak,
e do rovnice (11.1) dosadime Xxu/Xo, Y = Xo/Xo @ potom ju vynasobime vyrazogst:

(11.2) ax + 2bxaxo + Cx% + 2dxiXo + 2e%%0 + x> =0, @, b, c) # (0, 0, 0).

Rovnica (11.2) vyjadruje projektivne rozsSiregi@ kuzd'ose&ky Q v rozSirenej euklidovskej
rovine ,E% = E* 0 B>

Aj rovnicu (11.2) méZzeme vyhodne zapigimocou matic. Homogénne suradnice b¥du
(X1 X2 Xo) zapisujeme ako obvykle ddstovej maticeX = (X1 % X)'. Rovnica (11.2) méa
maticovu reprezentaciu

(11.3) XX = 0.

11.2Bod XDpE2 je bodom projektivneho rozsireni® kuzéose’ky Q prave vtedy, ké jeho
homogénne saradnice vyhovuja rovnici (11.2).

Vlastné body kuz®seky ,Q su prave vsetky body povodnej kiidseky Q, ¢ize ,Q n E?=

Q, inymi slovamiQ = ;Q\«E>.

Nevlastné body projektiveho rozSirenia Kigssky ,Q su prave vSetky asymptotické smery
pévodnej kuZBose&ky Q. Naozaj, nevlastny bodl, teda smer generovany vektoram=
(u1, up), mé homogénne suradniag:(uy: 0), pretoU 0 ,Q prave vtedy, ké

aw’ + 2buu, + cu2 =0,

teda prave vtedy, kevektoru je asymptoticky, teda kiU je asymptoticky smer (definicia
2.4).

11.3Kedy je kuzéosetka ,Q regularna resp. singularna a kedy je jej bod dagylresp. sin-
gularny, sa definuje v plnej analdgii s odsekmi 4.8.6. ZjednoduSenie problematiky sa pre-
javuje v tvrdeni, ze kuZese&ka ,Q je singularna prave vtedy, kena asp jeden singularny
bod (v porovnani so zloZitou poznamkou 3.8).

11.4Asymptotické smery kuZese&ky Q su jednoducho nevlastné body kigsgky Q.
Elipticky, parabolicky a hyperbolicky typ kubteseky teda zavisi od pidu 0, 1, 2 jej priese
nikov s nevlastnou priamkou.

9 P~ 4

11.5Definicia stredu kuzeseky ,Q je priamou analogiou definicie stredu kidsgky Q z
odseku 3.1. Je to teda bod, ktorého homogénnersaeadyhovuju sustave

(11.4) ax, +bx +dx =0 )
by +Cx +ex =0

Na rozdiel od afinného pripadu, kazda projektivnadosetka ,Q ma stred (vlastny alebo
nevlastny), lebo sustava homogénnych linearnychioofd1.4) ma vzdy netrivialne rieSenie.
Specialne, rovnica projektivneho rozsirenie paralyd 2ox=0 je x,° + 2pxxo = 0, preto
rovnice pre stred spx =0 ax;=0. RieSenim je bo&= (1: 0: 0). Stredom projektivheho
roz&irenie paraboly? — 20x= 0 je nevlastny bod prvej stradnicovej @si,je nevlastny bod
uvazovanej paraboly.

V daldom texte uz nebudeme striktne rozlidboweedzi kuZz&osekou Q v E? a jej projektiv-
nym rozsirenimQ v ,E?, pricom sa budeme spoliehaa kontext.
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11.6Prechod od kuZeseky v euklidovskej rovine k jej projektivnemu rozsifu umo#uje
zlucit doterajSie dva druhy polarity — polaru bodu a polmeru: doterajSia polara bodu je
polarou vlastného bodu a polara smeru je polaraas@gmého boduRovnica polaryQ(M)
vlastného alebo nevlastného bddu= (my: mp: my) vzh‘adom na kuzZmseku Q je

(11.5) @my + b, + dmy) x; + (omy + cmp + emy) Xz + (dmy + eny + fmg) %o = 0.
Maticovo
(MTQ)X = 0.
Nad’alej plati symettinog’ polarity, ktoré zlduje vety 4.6, 5.5, 5.6 a 5.9a:
(11.6) POQ(M) = MOQ(P).

11.7Z rovnice (11.5) pre polaru bocMD,oE2 ihned” vyplyva, Ze polarou singularneho bodu
kuze'oseky je cela rozSirena rovin&z. V opanom pripade, teda ak je bdd regularnym
bodom kuzéoseky, alebo ak na nej nelezi, je polaiQ(M) priamka.

11.8PretoZe rovnica nevlastnej priamk§’ je xo =0, zo sUstavy (11.4) a z rovnice (11.5)
vyplyva, Ze poléra stredu kuZaseky obsahuje nevlastnt priamk&?.

11.9Definicia dot¢nice regularnej kudeseky sa v projektivnom pristupe zjednodusuje
oproti afinnému — je to priamka, ktora kiligaegku pretina v jedinom bode. Ako v afinnom
pripade, dotynicou kuzdéoseky Q v bodeM je jeho polar&(M) vyjadrena rovnicou (11.5).
Specialne do®nicou paraboly v jej nevlastnom bode je nevlastigngka roviny.

11.10V projektivnom jazyku mozno povedlaze priemer kud®seky je polara nevlastného
bodu, ktory nie je bodom kuPeseky a asymptota regularnej kibseky je polara nevlast-
ného bodu, ktory je bodom kuZzeseky. Asymptota regularnej kufeseky je teda dotynica
kuze'oseky v jej nevlastnom bode.

Specialne, nevlastna priamka roviny je asymptotralmoly.

11.11Zo sumernosti polarity a z projektivnej charaktéasstredu kuztoseky (odsek 11.8)
okamzite vyplyva, Ze vSetky priemery kilideg&ky a asymptoty regularnej kuzeseky pre-
chadzaju stredom kuPeseky a naopak, kazda priamka iduca stredom kog&ky je prie-
mer kuz&oseky alebo asymptota regularnej kliaeeky.

Specialne pre parabolu sa potvrdzuje, Zze vietkprjemery st navzajom rovnobezné, lebo
stred paraboly je jej nevlastny bod.

11.12 Ulohy

1 Presvettte sa, Ze spotmy nevlastny bod dvojice rovnobeZigf — x¢* = 0 je ich singularny
bod.

2 Priamym vypdtom sa presveiie, Ze polara nevlastného bodu parahdly 20x= 0 je ne-
vlastna priamka.

3 Najdite v&etky priesmiky projektivneho rozsirenia hyperbo§/a’ —y?*/b?> - 1= 0 s priam-
kou vaz, ktorej afinn&ag’ je rovnobezna s asymptotou a ré6zna od nej.

4 Presvedte sa, Ze tvrdenie z Ulohy 5.11.4 je priamym ddslad geometrickej charakteristi-
Ky poléry z poznamky 4.7 pre pripad, Ze priesieom dotynic je nevlastny bod.

5 Dokazte, Ze pre regularnu kiideeku Q plati: Kazda priamka v projektivnom rozSireni
roviny je polarou prave jedného bodu (hovorimetetebod jgdl tej priamky).

6 Dokazte: Priamka iduca bodomM regularnej kuzkoseky ,Q ma sihou spol@ny prave
jeden bod vtedy a len vtedy, & je polarou bodiM. [Navod: Priamkip vyjadrite paramet-
ricky X =uM + vN a ukazte, Z& je jediny priesénik prave vtedy, k& NLIQ(M).]
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Dodatok I: Transformacia suradnic

RieSenie geometrickej ulohy analytickou metédasto mézeme zjednoddsrhodnou vd-
bou sustavy suradnic. Spravidla to znamend, Zenmeugiejs od terajSej sustavy suradnic k
novej. Je dblezité si uvedotnize analytické vyjadrenia geometrickych objektako su bo-
dy, vektory, priamky, ..., nezavisia len od ich unhiesia v priestore, ale aj od sustavy su-
radnic Teda pri zmene sustavy suradnic sa menia sugdboidov a vektorov a tiez koefi-
cienty v rovniciach podpriestorov.

Sustredime sa iba na 2D pripad. Z neho jednoduchywemi prirodzenymi Upravami zis-
kame odpovedajlce vysledky fE&a pripadne aj vieobecne fe

1.1 V rovine E? uvazujme dve slstavy stradfice;, e a0, €}, &.

Suradnice bodX vzh'adom na prvu sustavu suradnic admee §;, Xo) a vzifadom na druhu
(X1, X2). Prva sustavu suradnic nazyvame tgdra sustava suradnia druhinova sustava
suradnica odpovedajucim spésobom hovorim&tarychanovych saradniciach bodx

Novu sustavu suradnicdujeme starymi suradnicami &atku a suradnicovych vektorov no-
ve| sustavy suradnic

(I.1a) O = (a10, a0) (staré suradnice)
(1.1b) € = (a1, A1), €= (2 &2 (staré suradnice)
Druhy indexj = 0, 1, 2 vyjadruje poradou#slo objektu novej sustavy suradnic:
] =0 pre bodD', j =1 pre vektoe] a | = 2 pree..
Prvy index i=1,2 vyjadruje poradov&slo suradnice objektu novej sustavy suradnic
(boduQ', vektorae) aleboe).

[.2 Nové suradnice bodX st ugené rovnotou
(1.2) X=0 +Xi€l + Xo6
Tato rovnos rozpiSeme do starych suradnic. Po malej algelejpigirave dostaneme prepo-
jenie medzi starymi a novymi suradnicami bodu
(1.3) Xp = au1Xy + aXo + ago transformé&né rovnice

Xp = @p1X1 + @xXo + ago pre suradnice bodov
Vzorce (1.3) sa nazyvajiransformané rovnicepre prechod od starej sustavy suradnic
k novej.
Transform&né rovnice (1.3) vyjadruju staré suradnice bodu lake@éarne funkcie jeho novych
suradnic. Koeficientmi funkcii su staré suradnioeych suradnicovych vektorov, pozri (1.1b)

a nového zé&atku sustavy suradnic, pozri (I.1a). Suradniceaxych stran vzorcov (I.1b) a
(I.1a) sa v transform@ych rovniciach (1.3) rozmiestnené zvislo

[.3 Spravidla pozndme staré suradnice bodu a potreleuigiit nové suradnice bodtedy
transform&né rovnice (I.3) predstavuju sustavu rovnic, v étoreznamymi su nove suradni-
ce (1, X2). Nové suradnice bodkiteda ziskame vyrieSenim transfotmygch rovnic.

Ak je nova suUstava suradnic kartezianska, nov&dsiga bodu mézeme zigkdez rieSenia
transform&nych rovnic vémi jednoducho pomocou skalarnehgisa:

x1=(X-0)eg, x%=X-0)E,
Rovnicu (1.2) sme prepisali do ekvivalentného tfar O' = xj€] + X>€, a potom sme ju ska-
larne vynasobili vektormg; aeb.

I.4 Priklad NapiSte rovnicu priamky: 2x+ 3y —1=0 v sUstave suradnic so ¢mkom
O’ = (-2, 2) a so suradnicovymi vektoredi= (2, 1),&; = (-1, 1).
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RieSenie Transforma&né rovnice pre prechod od pbévodnej ststave sur&dsiistave surad-
nicO', e, & su

X=2X -y -2

y= X+y +2
Rovnicu priamkyp v novej sustave suradnic ziskame dosadenim Zdramnych rovnic do
rovnice priamky v pévodnej sustave suradnic:x2€2/ —2)+3X +y +2)—-1=0. Teda
priamkap ma v novej sustave suradnic rovnici#y + 1=0. O

I.5 Transform&né rovnice (1.3) sa préhdne daju zapisgpomocou matic. Najprv za¥ene
matice

o () el el
X X5 Ay A1 Ay
Xy X 1 A5
(1.5) X7= X% [, X7 =% |, F7 ={ay a, ay
1 1 0 0 1

(Uvedomte si, aké informacie obsahujipsetychto siedmich matic.)
Teraz su dve transforr&@é rovnice (1.3) ekvivalentné s jednou maticovounas’ou

(1.6) X=FX'+Fg, plati pre body
resp. s eSte jednoduchSou rovnicou
(1.7) X =FX".

Naozaj, kd’ vykoname operacie s maticami na pravej straneasivziskame rovnice (1.3).

I.6 DoterajSie vysledky o transformacii suradnic bodimplnime o_transformaciu suradnic
vektorov Z definicie suradnic vektora vyplyva, Ze transfamé rovnice pre prechod od sta-
rych k novym suradniciam vektorov ziskame z trame&nych rovnic (1.3) pre suradnice
bodov tak, Ze na pravej strane vynechame absatigng:

X1 = apX) + a1k transformé&né rovnice
Xo = ap1Xy + agoXo pre suradnice vektorov
V maticovom zapise sa vo tahu (1.6) vynecha matidey:
(1.8) X =FKX' plati pre vektory
Pre rozSirené suradnice vektorov plati ro¢n®s) bezo zmeny, teda
(1.9) X =FKX" plati pre body a vektory

[.7 MaticuF~ zo vz'ahov (1.5) a (1.9) nazyvameatica prechodwd (starej) sustavy suradnic
O, e, & k (novej) sustave suradn@, €, & a maticuF zo vz’ahov (1.4) a (1.8) nazyvame
matica prechodwd (starej) bazg, e k (novej) baze, &.

Nazov ,matica prechodu“ sa vysVeje takto: Ak usporiadané dvojice vektoross, () a

(e}, &) chapeme ako matice typu (1,2) s vektorovymi heaimg a ak pripustime nasobenie
vektoracislom sprava, tak rovnosti (1.1b) st ekvivalentmaaticovou rovha%u

(1.10) €ee)=(ee)F matica prechodu pre bazy
Ak formalne pripustime aj nasoberid = O, vztahy (l.1a) a (I.1b) su ekvivalentné s
(1.11) € & 0)= (e & O)F" matica prechodu pre sustavy suradnic

1.8 Pripoméime, Ze v dpcoch maticé= sa nachadzaju stradnice vektoghve, vzhi'adom na
bazu €, e). Sipce maticeF su teda linearne nezavislé, preto je maficagularna, teda jej
determinant je nenulovy. Ak determinant matk€e rozvinieme poth posledného riadku,
uvidime, Ze tento determinant sa rovna determinardticeF. Je teda nenulovy, preto je re-
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gularna aj matic& . Existuju teda inverzné mati¢de* a F*. Z rovnosti (1.6) resp. (1.8) a
(1.9) mbéZeme maticovymi operaciami vyjatinové suradnice bodov a vektorov takto

(1.12b) X' = F (X - Fo) (plati pre body)

(1.12v) X' = F X (plati pre vektory)

(1.12bv) X" =F X~ (plati pre body aj pre vektory)
1.9 Ulohy

1 Najdite suradnice bodo¥ = (4,6),B = (4,0) a vektorow = (2,-1), v = (-1,8) v sUstave suU-
r.adnicO' =(2,1),e; =(1,1),&,=(-1,2). A=(3,1),B=(1-1),u=(1-1),v=(2,3).]
2 Najdite sustavu suradnic, v ktorej maju bédy (0,5),B = (2,8),C = (-1,-4) nové suradni-
ceA=(1,1),B=(2,1),C=(-1,-2). [0 =(-1,1),€1=(2,3),€>=(-1,1).]
3 Pre transform@é rovnice
X=2X+y -3
y= X+y +1
vyjadrite nové suradniced(y') bodu resp. vektora pomocou starych suradqig) (
[Pre bodyx = x-y+4, y' = —x+2y-5, pre vektoryx' = x-y, y = —x+2y.]
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Dodatok II: Projektivne rozSirenie euklidovskejrov  iny

Vo vetach geometrie sa niekedy vyskytuju zvlastripaaly, ktoré suvisia s rovnobezros.
So z&kladnym pripadom ich moZno &@litak, Ze k rovine resp. k priestoru pridadialSie
body, ktoré sa stanu dovtedy chybajucimi priefiey rovnobeznych priamok. Pridané body
budeme nazytanevlastné body. V literatare sa niekedy nazyvajdybv nekoneéne (tak ich

aj intuitivne interpretujeme) zriedkavejSie tiegathe body.

1.1 Definicia Nevlastny bod rovinje smer v rovine€E?. MnoZinu vsetkych nevlastnych bo-
dov rovinyE? oznaujeme symbolom,E?.

Projektivne rozsirenie euklidovskej rovigy(skrateneozsiren euklidovskéa rovirelebo iba
roz&irena rovini je euklidovska rovin&? spolu so vdetkymi jej nevlastnymi bodmi. Projek-
tivne rozsirenie euklidovskej priestdey oznd:ujemepEz. Teda

(1.1) B = E? 0 B
Body euklidovskej rovinyE® sa nazyvajilastné bodyej projektivneho rozél'reni‘;EZ. Vlast-

ny alebo nevlastny bod rozsirenej euklidovskejmpyE~ skratene nazyvanteod
Analogicky sa postupuje v euklidovskom priesttubovd’nej dimenzie.

[I.2 Pozndmky 1. Mame dve navzajom ekvivalentné interpretacidastnych bodov.
Algebraick&: Smer v rovine je jednorozmerny vektgrpodpriestor vektorovej zloZKy(E?)
roviny.

Geometricka: Smer v rovine je mnozina vSetkych Apum rovnobeznych priamok roviny.
Prepojenie medzi nimi: Jednorozmernému vektorovémmdpriestoruU O V(E?) odpoveda
mnoZina vSetkych priamok O E?, pre ktoréU = V(a). Tieto priamky st navzajom rovnobez-
né. Naopak, mnozZine vSetkych medzi sebou rovnolaézpyiamok priradime ich spalou
vektorovu zlozkugo je jednorozmerny vektorovy podpriestor vektoralegky rovinyE.

2. Vlastné aj nevlastné body jednotne zapisujenikywei latinskymi pismenami.

3. Na rozdiel od euklidovskej roviny, v projektivnaozSireni roviny nie su vektaryystu-
puju vSak vo velhjSej tlohe v definicii suradnic nevlastnych bo¢msek 11.6).

1.3 V rozSirenegj rovin%E2 su dva druhy priamoKL. Vlastna priamkge priamkaa euklidov-
skej rovinyE? spolu s jej nevlastnym bodo¥{(a). Ozna&ujeme jupa (projektivne rozsirenie
priamkya). Teda

(1.2) pa = all{V(a)}

(uvedomte si, ze symbga =allV(a) ma iny vyznam). Priamka sa spatne nazyvwdastna
cag’ vlastnej priamkya. Pritoma [0 E* aya 0 ,E.

Nevlastna priamkie mnozina.E? vdetkych nevlastnych bodov roviny.

Nevlastny bod priamkg O E? alternativne ozriajemesa, ize

(11.3) ~a=V(a), pa=al{a}.

Kazda vlastna priamka obsahuje nekowevéda vliastnych bodov a prave jeden nevlastny.

Nevlastna priamka obsahuje iba nevlastné body.
V rozSirenej rovine je nekotige vé'a vlastnych priamok, nevlastna priamka je tam éag.

[1.4 Veta Kazdymi dvomi roznymi bodmi rozSirenej rovipﬁz2 prechadza prave jedna priam-
ka (vlastn& alebo nevlastnd).

Dobkazprenechavamétate’ovi. Treba prebnapripady, ke’ oba body su vlastné, &geden je
vlastny a druhy nevlastny akeba su nevlastné. O
1.5 VetaV rozSirenegj rovinq,E2 sa kazdé dve navzajom rdzne priamky pretinajuavepr
jednom bode.

Doékaz Uvedomme si, Ze z dvoch navzajom réznych priamelay je aspé jedna vlastna.
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Ak ide o dve vlastné priamky = alJ{.a}, pb = bUO{b}, pricom ich vlastn€astia, b [J E%su
roznobezné, tafa n b je vlastny bod, priesaik a n b vlastnych¢asti vlastnych priamoja,

pb. Ak su vlastn&asti priamokpa, ;b rovnobezné, tak priamkya, ;b maju spolény prave
nevlastny bod.a = «b.

Prienik vlastnej priamky s nevlastnou priamkou ¢¥lastny bod vlastnej priamky, teda zasa
prave jeden bod. O

Odteraz predpokladame, Ze v euklidovskej roh@e dana afinna slistava stradmNainu sa
vzt'ahuju suradnice vSetkych bodov a vektorov euklideysoviny.

11.6 Definicia Homogénne suradnice vlastného bodi,E* je kazdéa_trojicaredlnychéisel
(X1, X2, X0)OR®, pre ktoru

(11.4v) X#0 a Xi/Xo, XofXo) su afinné suradnice bodu

Homogénne suradnice nevlastného b(XﬂIJbEZ, teda smeru ¥ je kaZd4 trojicaredlinych
cisel

(I1.4n) (X1, %2, 0)OR?,

pre ktord ¥, x2) su afinné suradnice nenulového vektora sméeru

Skutainog’, Ze (vlastny alebo nevlastny) bdma homogénne suradniocg, (X2, %), Zapisu-
jeme formalnou rovnasu X = (X1 X2 Xo).

Odddova ;" v homogénnych suradniciactitame ,ku“. Vysveluje to poznamka 11.8.4.
Pouzitie indexu O pre poslednu zloZku trojice hoérog/ch suradnic vysvilje jej Specifické
postavenie vo vzorcoch (I.4v) a (11.4v).

[1.7 Homogénne suradnice bodO\,sEf’ sa vrahuju na afinnt ststavu stradniE?% preto ich
niekedy podrobnejSie nazyvaragnné homogénne suradnice

Vlastné body maju afinné suradnice aj afinné homogésuradnice. Kvéli ich lepSiemu odli-
Seniu afinné suradnice vlastnych bodov niekedy veme nehomogénne suradnicilapri-
klad (3,-2) si nehomogénne suradnice bodu s homogénnynairsdami (6:—4: 2).

[1.8 Poznamky 1. RozSirené afinné suradniog, ., 1) vlastného bodu su Specialnym pripa-
dom jeho homogénnych suradnic. RozSirené afinra@ioe ki, X2, 0) nenulového vektora

su homogénne saradnice nevlastného bodanerovaného vektorora

2. Kazdy vlastny aj nevlastny bod mézZzeme prostdoim homogénnych saradnic vyjatri
nekonéne véa sposobmi:

Ak (X1, X2) su afinné suradnice vlastného boflak # 0 jeTubovdné ¢islo, tak kazda trojica
(kxe: kx: K) je homogénnymi stradnicami bodulebo kxi)/k = x1, (kx)/k = xo. Napriklad pre
bod X s afinnymi suradnicami (32) plati

(11.5) X=(3:-2:1), X=(6:-4:2), X=(-3:2:-1), ...

Ak (x, X2) sU afinné stradnice nenulového vekwrsmeruU O V(E?) ak # 0 je F'ubovd’né
¢islo, tak kx, kx) su suradnice nenulového vektésazo smeruJ, preto kx: kx: 0) su ho-
mogénne suradnice nevlastného bodu

3. Homogénne suaradnice vlastného aj nevlastnéha baddenulovowsporiadanou trojicou
¢isel. Naopak, kazda nenulousporiadana Stvoricéisel predstavuje homogénne suradnice
prave jedného (vlastného alebo nevlastného) bogitaz2(0: 0: 0) nepredstavuje homogénne
suradnice Ziadneho bodu

4. Skut@nog’, Ze trojice Xi: X2: Xo) @ (1. Y2 Yo) sU homogénnymi suradnicami rovnakého
bodu, je ekvivalentna s rovnismi pomerov

(11.6) X1:Y1=X2 Y2 =X - Yo
Podmienku (11.6) mbéZeme zapfsaj takto
(11.7) X1.X2.X=Y1:Y2:.Yo.
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(Ak je jedno ziisel x; aleboy; nulové, je nulové aj druhé a prislusny pomer sengstiach
(11.6) a (1.7) vynechéava.)

Mbzeme teda povedaze hoci homogénne suradnice bodu nie sané jednoznme, pome-
ry zloZziek homogénnych sdradnic bodu stené jednoznme

Specifickt tlohu poslednej zlozky homogénnych sidifadryjadruje nasledujiica veta, ktora
vyplyva priamo z definicie 11.6.

[1.9 Veta Pre afinné homogénne suradnice plati:
a) BodX = (X3: X2: Xo) je vlastny, ak # 0, alebo nevlastny, al = 0.
b) Homogénne suradnice {Xz: Xo) vlastného bodu su s jeho afinnymi suradnicagw)(pre-
pojené rovno&ami
X=X/Xo, Y= XolXo. O

[1.10 Veta Rovnica priamkyKazda priamka v projektivnom rozéirqﬁ2 euklidovskej rovi-
ny E? je analyticky vyjadrena rovnicou

(11.8) aXg + axe + agxo = 0,

v ktorej aspéa jeden z koeficientoa,, ay, ap je nenulovy.

Dokaz 1. Vlastné priamky. \E? uvaZzujme priamkwa dan( v nehomogénnych stradniciach
rovnicouayx + agy + ap = 0, pricom a; # 0 aleboa, # 0. Do rovnice dosadime vyjadrenie ne-
homogénnych suradnic prostrednictvom homogénnyetyzIl.9b

X=X/Xo, Y =XolXo, X0 % O.
Po vynasobeni rovnice suradnicgwidime, Ze afinné homogénne suradnice vlastnyclowo
vlastnej priamkya vyhovuja rovnici (11.8).
Obratenim opisaného postupu sa mozno prégyede ak afinné homogénne suradnice
(X1: X2: Xo) Vlastného bodu vyhovuju rovnici (11.8), tak teridod leZi na priamka.
Afinné homogénne suradnice;(X;: 0) nevlastného bodX vyhovuju rovnici (11.8) prave
vtedy, kel a;x, +ax =0, teda prave vtedy, Bevektor udV(E?) s afinnymi sGradnicami
(X1, X2) je smerovym vektorom priamig; ¢o je prave vtedy, k& X je nevlastny bod priamky
a
2. Body nevlastnej priamkg = .E* zrejme charakterizuje rovniog = 0, ¢o je Specialny pri-
pad rovnice (11.8) pre; =a, =0 aap = 1. O

[1.11 Parametrické rovnice priamkylvazujme priamkuAB, A = (a;: a: ag), B = (bs: by: by).
Pod’a vety 1.9 priamku mozno vyjadrinenulovou linearnou homogénnou rovnicou (l1.8);
preiu si homogénne suradnice bodg\B dve nezavislé rieSenia. Z linearnej algebry vieme,
Ze vSetky netrivialne rieSenia rovnice (I1.8) say® vSetky linedrne kombinacie suradnic bo-
dov A, B s nenulovymi koeficientmi.
Geometricky: BodX = (X1: X2: Xo) lezi na priamkeAB, A = (a;: az: ag), B = (by: by: b), prave
vtedy, kel’ existuje taka nenulova dvojica realnygkel (i, o), Ze

X1 = auty + byty |
(“9) Xo = Aoty + boty }

Xo = oty + botz )
Ziskali smeparametrické vyjadrenie priamky ABislamty, t, hovorime homogénngpara-

metrebodu na priamke.
Vel'mi pre’adne mozno parametrické vyjadrenie priamky zagsanocou matic:

(11.10) X =tA +t;B.
[1.12 PozndmkaMedzi parametrickymi vyjadreniami priamky v nehoréogych a v homo-

génnych suradniciach su tri zasadné rozdiely
1. Parametrické rovnice su tri.
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2. V parametrickom vyjadreni priamky v homogénngahadniciach su dva parametre.

3. Parametre v parametrickom vyjadreni s vyuzZittombgénnych nie su bodom priamky
uréené jednoznime, st homogénne. To znamena, Zetaky] su parametre bodki priam-
ky AB, tak tento bod mé aj parametkay (kt;) prelubovd’nék # 0. Ak totizX = t1A + t,B,
tak kX = (kt;)A1 + (ktz)A2 a v maticikX s op& homogénne suradnice boXu

[1.13 Vyuzitie vektorového s&inu v projektivnej rovine Skuta@nog’, Zze bodP = (p1: p2: Po)

leZi na priamke s rovnicoanx; + axX, + agXo = 0 algebraicky vyjadruje kolméssektorova =

(a1, a, @) ap = (py, P2, Po) vektorového priestorR>. Preto homogénne sutradnice priggka

P = (p1: p2: po) dvoch réznych priamok s rovnicamaix; + axxe + agXo = 0 abyx; + byxo + boXo

= 0 mdZeme efektivne ziskpomocou vektorového &iu v R>:

(11.11) (P12 P2: Po) = (a1, Az, ap) x (by, by, bo) =

= (azbo — aoh,: aghy — aghs: arby — aghy).

Rovnako mézeme rychlo a lacno zitKaeficientyas, ap, ag rovnice priamky, ktora spaja

bodyP, Q, akP = (p1: p2: Po), Q = (Ca! G: Go):

(1.12) (@1, @2, @) = (P1, P2, Po) * (G, G2, Go) = (P20 ~ Podz: PGz ~ Pol: P10z — P20h),

lebo platiap; + azpe + agpo = 0 aaqx + axqp + ago = 0, Cize Madany vektoa = (ai, az, ao) je

kolmy na oba vektorp = (p1, P2, Po) aqg = (0, G2, Go)-
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