KONSTRUKCIA RACIONALNYCH KRIVIEK

Doteraz sme pracovali s bodom A z priestoru E? resp. E3, ktory mal afinné stiradnice
(%, y) resp. (x, Y, z) a teda aj bod na krivke r(t) sme opisali pomocou dvoch x(t), y(t) resp.

troch x(t), y(t), z(t) parametrickych vyjadreni.
Pre zvySenie moznosti modelovania kriviek sa zavadzaju pre bod reprezentovany

afinnymi stradnicami jeho rozsirené afinné stradnice:
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Tato algebricka konstrukcia sa vizualizuje ako stredovy priemet bodu do nadroviny
s rovnicou W = 1, kde stred premietania je zaciatok stradnicovej ststavy OXYW resp.
OXYZW.

V stilade s touto konstrukciou budeme riadiacim bodom Vi, i = 0,...,n, pridavat ich
vahy wi, i =0,...,n, t .

V= (WX, WY, w) = (W Vi, ) resp. VY = (w X, WY, Wz, w) = (W VL, W)

Krivky sme vytvarali ako kombinacie riadiacich bodov Vi, i =0,...,n, a zmieSavacich funkcii
Ti(t), i = 0,...,n, v priestore E (E?, E®).
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Teraz opiseme krivku v priestore E* nasledovne:
rO=RO=> VTO,
¢o rozpiSeme pomocou suradnic: X (t) = Z?:OWi XT(t),
Y(O) =D WYT(),
Z(t)=" WZT(),
W)=Y wT().

Tak ako pri konstrukcii bodu sme urc¢ili jeho stredovy priemet do nadroviny s rovnicou W =1,
to urobime aj s ,,celou’ krivkou R(t) t. j. s kazdym jej bodom:
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¢o moZeme zapisat’:

(RO _ZLWVTO _ Tow |, Tow o TOw
WO Y wLe YL wne YL wto Y

i=0 \NITl (t)
n T (t)w,
=>» RV, kde R({t)=—"—"—.
Z|=0 1 (t) 1 e 1 (t) Zinzo VVITI (t)

Krivka r(t) je ur€ena pomocou racionalnych polynémov t .j. algebrického podielu
dvoch polynomickych funkcii R(t) a W(t). Polynomy Ri(t) st racionalne, preto nazov
racionalne rozSirenie kriviek — racionilne krivky.

Pri vizualizacii teda mézeme povazovat’ racionalnu krivku r(t), Ze je stredovy priemet
neracionalnej - celistvej (integral) krivky R(t) do nadroviny s rovnicou W = 1.



Racionalne Bezierove krivky n°

Dané st riadiace body Vi ,i =0,...,n, Vi(X,Y;,z) aich vahy wi, wi>0, i=0,...

roz$irené afinné stradnice: V" = (W, X, W,y;, W,z;,W,) = (W,V;, W,).

Z,no i Vi |n(t)

Racionalna Bezierova krivka je ur¢ena predpisom: r(t) =

Z -0 Wi |n(t)

B, (t)w,

Z,O i |n(t)

YRV, kde R, (t)=

st racionalne polynomy a funkcie Bin(t) st Bernsteinove polynomy n°.

Vlastnosti racionalnych funkcii R, (t)
e nezapornost’ : Rin(t) > 0, pre vSetky i, n, t € (0,1), ak w;j > 0
e rozklad jednotky: Zi:o R,()=1 te(01)

e R,(0)=1 R,(0)=0 pre i=1..,n R,=1 R,(M)=0 pre i=0,..,

e Rin(t) ma jedno maximum na intervale (0,1)

,n, teda ich

n-1

e w =1 i=0,..,n, tak Rin(t) = Bin(t) t. j. Bernsteinove polynémy su Specialny pripad

racionalnych zmieSavacich funkcii Rin(t).

Vlastnosti racionalnej Bezierovej krivky
e vlastnost’ konvexného obalu:
ak wi>0, i=0,...,n, tak r(t) e KO[V,,...,V, ]

e invariantnost’ vzhl'adom na afinné transformaécie:
T Z,no B, (OwV, Z B (OWT (V;)
Z, -0 |n(t)W Z, -0 |n(t)W

e interpolacia krajnych riadiacich bodov riadiaceho polygonu:
e vektor 1.derivacie, vektor doty¢nice:
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V krajnych bodoch:
zadiatok: r'(0) =n2 (V, - V,)
W,
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koniec: r'(l)=n—2% Wog (V,-V,,).
W,
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Racionalne Bezierove kubiky n =3
Dané st riadiace body Vi ,i =0,1,2,3 aich vahy wi, wi>0, 1=0,1,2,3.
Racionalna Bezierova kubika je urcena:

r(t) = ZZ“SW‘\‘B”“) =" ROV,

oW Bia(t)

pre ktorti r(0)=V,, r)) =V, a r'(0) =31 (V, ~V,), r'l) =3 2 (V, ~V,)
WO 3

Vahy wi, wi> 0, 1=0,1,2,3, reprezentuju tvarovaci parameter.

Modelovanie racionalnej Bezierovej kubiky
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Vahy wi, wi> 0, 1=0,1,2,3, reprezentuju tvarovaci parameter.

W, tWoiwW, twg =111 Bezierova kubika ( integral )

W, tW, W, iw, =1:10:10:1  pritahovana k riadiacim bobom Vi, V2



W, tW, w, tw, =10:1:1:10 odtlacana od riadiacich bodov V1, V2

1

W, tW, W, tw, =1:10:1:10  pritahovana k riadiacemu bodu V1, odtla¢ana od bodu V>

1




Racionalne Bezierove kvadratické krivky n =2
Dané st riadiace body Vi ,i =0,1,2, aich vahy wi, i =0,1,2.

Racionélna Bezierova kvadratickd krivka je uréena:
2
r(t) = Zi:o W V; B, (t) _ A-t)*wV, + 2t(L-t)wV, +t°w,V,
ST wB,() 0w+ 2w +w,

Kazda krivka parametrizovana v kvadratickom racionalnom Bezierovom tvare je
kuzelosecka. Typ kuzel'osecky mdézeme urcit’ pomocou menovatel’a:

W (t) = (L—t)>w, + 2t(L—t)w, +t>W, = (W, — 2W, + W, )t> + 2(w, —W, )t + W, =0.

. (W, —w,) + lez — W, W, L
Korene rovnice t,, = a typ kuzel'osecky:
12 yp y
W, —2W, + W,

Ak 1 w,? —w,w, < 0, tak elipsa

w,” —w,w, = 0, tak parabola
w,® —w,w,> 0, tak hyperbola.

Z pouzivatel'ského hl'adiska je vyhodné volit’ wo = w2 =1, potom pre vahu wi:

e Wi <1 = elipsa,

0
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e Wi? = 1 = parabola

e wi° > 1 = hyperbola.

0]

Parameter Select to Row ar colu
® U 050 = (® change u/v o B
Ov (050} () change knots

Modifiers

2 % Degree U 3 % Degree V

1 = Multiplicty  |4.00 == Weight
10 & Betalands 01 5| Beta2

o w1 = 0 krivka je tsecka VoV2

e W1 < 0 vyvolava singularity, vyhodné je pouzit’ pri ,,celej krivke (elipse).



Vol'ba vahy wi pre jednotlivé kuzel'oseCky nie je pre dizajnérov vhodnym néstrojom. Pre nich

je vyhodnejsie zvolit’ kuzelosecku vyberom ,treticho* bodu napr. t = 5 :

1, 1
R(=) =(V,+V,)+wV,
r(l): (2)=2(0 2) 11= 1 M+ W, .
2 W(g) 1+w, T+w,  1+w,
2

< W . T . , . . .
OznaCme 1 L =g, tento parameter vyjadruje linearnu interpolaciu medzi bodmi M a V1i:
+W

r(%) =(1-s)M+sV, =S SHOULDER POINT

a je vhodny nastroj pre dizajnéra, ktory pohybom bodu M do V1:
e 5 =0 —usecka VoV2

e 0<s< ' -elipsa

es=1 -parabola

e 5<s<0-hyperbola.

Segment kruzZnice: je Specialnym pripadom elipsy pre w1 < 1 a dosiahneme pre
rovnoramenny trojuholnik VoV1V2, vahy wo = w> =1, vaha wi=cos @, kde 8 je uhol pri Vo a V.
Pre 8 =45°je wi=0.7 a6 = 60° je wi=0.5.
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