Reprezentacie dvojparametrickych geometrickych tutvarov v priestore

DVOJPARAMETRICKE UTVARY V PRIESTORE: PLOCHY, ZAPLATY

Navrhy ploch, ako aj podklady pre ich vyrobu donedavna vznikali len na kresliacich
stoloch konstruktérov a v dieliiach modelarov. Tento tradi¢ny spdsob navrhu plochy ma vela
nevyhod, pretoze ide o pracu intuitivnu, opierajucu sa o skusenosti konstruktéra a modelara,
¢asovo narocnu a malo presnu. Automatizacia vyroby vyzaduje vytvorit matematické modely
tychto ploch. Matematicka reprezentacia vylu¢i nepresnosti rué¢ného rysovania a modelovania.
V pocitacovej grafike sa rozumie pod pojmom konstrukcia plochy uréenie jej rovnic
z podmienok, ktoré ma plocha spinat’.

Matematické reprezentacie ploch

Podobne ako krivky méZeme aj plochy reprezentovat’ pomocou implicitnych rovnic,
explicitnych vyjadreni alebo parametrickych funkeii.
Implicitnd rovnica plochy @:
F(x,y,2)=0,
kde premenné X, Y, z sa interpretujui ako suradnice bodu plochy. Tato rovnica umoznuje zistit,
¢ibod A=[x* y* z*] je bodom plochy.

Explicitné vyjadrenie plochy @ :
z="f(xy),
podrla ktorého uréime hodnotu z bodu plochy @ zo sturadnic X, y .

Parametrizované vyjadrenie plochy @ opisuje kazda stradnicu X, y, z jej bodu osobitne
pomocou explicitnej funkcie dvoch premennych u, v ( premenné U, V nazyvame tiez U, V
parametre plochy) :

x=x(u,v)

y=y(u,v), uvelxV

z=1(u,v)
Plocha je kazda suvisla podmnozina @ < E2® | ktora je spojitym obrazom suvislej oblasti
Q=UxVkde U :(a, b> aVv :<C,d> su Ciselné intervaly.

Funkcie x(u,v), y(u, V), z (u, V) nazyvame parametrické vyjadrenie plochy.



Parametrické vyjadrenie plochy mozno nahradit’ jedinou vektorovou rovnicou r(u, v),

ktora je vektorovou funkciou parametrov u, v.
Pre zapis tejto vektorovej funkcie pouZijeme oznacenie: r(u,v) = [x(u, v), y(u,v), z(u, V)]

¢o je suradnicovy zapis vektora.

Izoparametrické Ciary na ploche r(u,v) = [X(U,V), y(u,v), z(u, V)] , Ue{U,U2), ve(vi, Vo)
V — iara plochy: u=u, €U :
X=x(u,,v), y=y(u,,v), z=z(u,,v), u=u,VveV.

V d’alSom texte budeme pre v-Ciaru pouzivat’ aj skrateny zapis:
x=X(), y=y(v), z=2z(v), veV.
U - ¢iara plochy: v=v, eV
x=x(u,v.), y=yu,v,), z=z(u,v,), ueU,v=y,
a skrateny zapis pre u-Ciaru:
x=Xx(u), y=y(u), z=z(u), ueU.
Okrajové ciary plochy

st izoparametrické u-¢iary r(u,vi), r(u,v2) a izoparametrické v-Ciary r(ug,v), r(uz,v) .
Okrajové Ciary plochy tvoria okraj plochy.

Bod plochy je priese¢nik izoparametrickych u-, v-¢iar: r(u,,v, ) =r(u,v,)Nr(u,,v).

Rohové body plochy su priesenikmi okrajovych ¢iar @ r(u,Vv,) =r(u,v,) Nr(u,Vv)
r(u21v1) = r(u1v1) M r(uz’v)
r(ul,vz) = r(u,vz) M r(u11v)
r(uz’vz) = r(u,vz) M r(uz’v)

V aplikaciach sa Casto pouziva Up = vi= 0 a Uz = Vo= 1, potom parametre u,v e(0,1)x(0,1) .



Pri $tadiu kriviek r(t) jej derivacia r'(t) v l'ubovol'nom bode je vektor doty¢nice. Pre
plochy, podobne, derivacia je dotykovy vektor krivky na ploche. Presnejsie, nech r(u, v) je bod
na ploche, ktory je priese¢nikom dvoch izoparametrickych u-, v-Ciar.

Vezmime u-Ciaru: r(u,vk) a vycislime jej derivaciu podl'a u.

or(u,v) :{8x(u,v) oy(u,v) az(u,v)}

Vysledkom je vektor doty¢nice: 5 ,
u
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Parcialna derivacia funkcie r(u, v) podla u je vektorova funkcia ry(u, v).

V=V

Pre v-¢iaru : r(uk,V) vyéislime jej derivaciu podl'a v.

Vysledkom je vektor doty¢nice: or(u,v) = {Gx(u,v) Yu.v) a2, V)}
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Parcialna derivacia funkcie r(u, v) podla v je vektorova funkcia rv(u, v).

u=uy

V d’alsom stadiu pléch budeme potrebovat’ derivacie:
- V bodoch okrajovych kriviek : ry(u, 0) a ry(u, 1) aj rv(0, v) a rv(1, v) tzv. pozdiZne derivdcie a
rv(u, 0) a ry(u, 1) aj ru(0, v) a ru(1, v) tzv. priecne derivacie.

- V rohovych bodoch plochy:  ry(0, 0), ru(0, 1), ru(1, 0), ru(1, 1)
rv(0, 0), rn(0, 1), r(1, 0), r(1, 1).

Bod plochy, v ktorom je niektora z parcialnych derivacii nulovy vektor alebo st tieto vektory
linearne zavislé je tento bod singuldarny. V regularnom bode plochy su vektory dotyc¢nic
izoparametrickych €iar nenulové a linearne nezavislé, urcuju dotykovu rovinu.

Vektor normadly ( normala plochy) — je kolmy na dotykovu rovinu Vv regularnom bode plochy:
n(u, V) =1, (U, Vi) < (U V)

Vektor twistu ( skrutu plochy)- je vektor zmiesanej druhej parcialnej derivacie :
o2r(u,v) _{62x(u,v) o2y (u,v) azz(u,v)}
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V=V
u=uy

Bod, v ktorom je vektor twistu nulovy, je inflexny bod a plocha v okoli tohto bodu je ¢astou
roviny.

Teraz sme sa obozndmili s tymi pojmami, ktoré buda vystupovat’ pri konstrukcii ploch
Z danych vstupnych dat.
Tieto vstupné data moézeme rozdelit’ do troch skupin:
1. plocha je vytvorena z Ciary a geometrickej transformacie, ktora je aplikovana na ¢iaru
2. zname su okrajové Ciary, ktoré je potrebné ,,zlepit* plochou
3. pozname riadiacu siet’ bodov.



1. Plochy vytvorené z Ciary a geometrickej transformacie

ROTACNE PLOCHY - SURFACES OF REVOLUTION

Synteticka metoda opisu plochy:
Dana je Ciara x, priamka o, pricom ¢iara x nelezi v rovine kolmej na priamku o. Plocha @
vytvorena rotaciou Ciary x okolo priamky o o uhol Ve(O, 27z> sa nazyva rota¢nd plocha,

priamka 0 os rotdcie a Ciara x tvoriaca Ciara plochy. Kazdy bod Ag¢o0ciary x vytvori
rovnobeZkovi kruZnicu, ktora lezi v rovine kolmej na priamku o.
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Tvoriaca i

Rovnobezkova
kruznica

Analyticka metdda opisu plochy:
Nech Oxyz je pravouhly trojhran v priestore E® a os rotécie 0 je totozna so stiradnicovou
osou z. Ciara x je u -krivka t.j. ma parametrické vyjadrenie:
X =Xx(u) y=y() z=1z(u) ueU.
Nech bod A[XA, yA, ZA] je bodom ciary «. Pri rotacii okolo osi 0 bod A lezi na kruznici:
x*=r.cosa, y*=rsina, ae(0,2x).
Po otodeni o uhol v dostaneme bod A'[ x*,y*,z* |:
x* =r.cos(a +V) = x*.cosv—y*.sinv
y* =r.sin(a +V) = x*.sinv+ y*.cosv
¥ =27%
Kedze bod A je bodom &iary x; t.j. x* =x(u),y* =y(u),z* =z(u), ueU , teda
parametrické vyjadrenie rotacnej plochy zapiSeme:
x(u,Vv) = x(u)cosv—y(u)sinv
y(u,v) = x(u)sinv+ y(u)cosv
z(u,v)=z(u) , kde u €U, ve(0,27).



Zapis v rozsirenych afinnych stradniciach:

cosv sinv 0 O
—sinv cosv 0 O
(x(u,v) y(u,v) z(u,v) 1)=(x(u) y(u) z(u) 1) 0 o 10
0 0 01

uel, Ve<0,27z>.

Siet’ ¢iar na rota¢nej ploche tvoria U - Ciary, ktoré st zhodné s tvoriacou ¢iarou x (t. j.
u -Ciary nemenia tvar len polohu v priestore ) a v -¢iary, ktoré su rovnobezkové kruznice leZiace
Vv rovinach kolmych na os rotacie 0. Pri grafickej ilustracii ploch st vykresl'ované ststavy u-,
V- Ciar.

Triedenie rotacnych ploch podla tvoriacej Ciary
Priamkové rotacné plochy

Tvoriaca ¢iara x je priamka p. Podl'a vzajomnej polohy priamky p a osi 0 dostaneme plochy:
e p, 0 su rovnobezky: rotacnd valcova plocha

e D, 0 su roznobezky: rotacnd kuZel’ovd plocha

e p, 0 s mimobeZzky: jednodielny hyperboloid




Priklad : Nech priamka p = AB, kde A(a,0,0) B(0,0,b). Napiste parametrické rovnice rotacnej
plochy pre tvoriacu ¢iaru priamku p.
RieSenie: Parametrické vyjadrenie tvoriacej U -Ciary:
x(u)=a@l—u),yu)=0, z(u)=bu, a=0,b,ueR
Parametrické rovnice plochy: x(u,v) =a(l—u)cosv
y(u,v) =a@l—u)sinv

z(u,v)=bu a=0,b,ueR Ve<0,27z>
Ak Ue (0,1> , tak tvoriaca ¢iara je usetka AB a plocha je rota¢ny kuzel napr. pre a = 2j, b = 4.




Vstup: ¢iara x - priamka p

® D, 0—rovnobezky
Vystup: rotaénd valcovd plocha

=0 =

x(u)=a K=p x(u,v)=a.cosv
y(u)=0 y(u,v)=asinv
z(u)=hu o} z(u,v)=bu
a=0,b,uel X ueD,Ve<0,27z’>

® D, 0—roznobezky
Vystup: rotacnd kuZelova plocha
x(u)=a(l-u) z=0 x(u,v)=a(1-u).cosv
y(u)=0 K= p y(u,v)=a(l-u).sinv
z(u)=bu 0 z(u,v)=bu
az0b,uel X ueEI,Ve<O,27t>

® D, 0 —mimobezky
Vystup: jednodielny rotaény hyperboloid

x=a(l-u)
y=hu

z=cu
a,b,c£0uel

x=a(1l-u)cosv—businv
y=a(1-u)sinv+bucosv

Z=CU
ueD,Ve<O,27r>




Cyklické rotacné plochy

Tvoriaca ¢iara x je kruznica so stredom v bode S a polomerom r
- lezi v rovine incidujucej s osou rotacie. Na zaklade vzajomnej polohy tvoriacej kruznice
a 0si 0 uréime:
e S € 0: gul’ovd plocha
e S¢o:anuloid

Priklad : Nech kruznica x ma parametrické rovnice :
x(u) =rcosu+a, y(u) =0, z(u)=rsinu, Ue(0,27),a>0.
Parametrické rovnice anuloidu:
x(u,v) = (rcosu+a)cosv
y(u,v) = (rcosu + a) sinv
z(u,v) =rsinu Ue <O, 27r> Ve<0, 27z>
a>r TOROID

a=r AXOID
O<a<r MELONOID
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Napr.prer=1j,a=2j;r=1j,a=0.5j




e 0 lezi vrovine k a prechadza jej stredom S.
Vystup: gulovd plocha

x(u,v)=rcosu.cosv
y(u,v)=rcosu.sinv
z(u,v)=rsinu
u,Ve<O,27r>

Vystup: anuloid

e 0 lezi v rovine k a neprechadza jej stredom S.

x(u)=a+rcosu
y(u)=-rsinasinu @>0,r>0,u=(0,27)

z(u)=rcosasinu

x(u)=a+rcosu =K =0 1 x(u,v)=(a+rcosu).cosv
y(u)=0 /-\ y(u,v)=(a+rcosu).sinv
z(u)=rsinu < S 0 z(u,v)=rsinu
ue(0,2x) u,ve(0,2r
e o0nelezi vrovine k.
Vystup: globoid
x(U,v)=acosv+rcosucosv+rsinasinusiny

<

v)
(u,v)=asinv+rcosusinv—rsinasinucosv
v

z(u,v)=rcosasinu
,Ve<0 27z>

c

Poznamka: Tvoriacou ¢iarou x globoidu je kruznica k(S, I’), so stredom v bode S = [a, 0, 0],

T
pre a>0,r >0, oto¢ena okolo suradnicovej osi X 0 uhol « € (0, 7[) _{E} .




Kvadratické rotacné plochy

Tvoriaca Ciara x je regularna kuzel'osecka a podl'a typu kuzel'oseCky vznikne rotacné plocha:
e elipsa : rotacny elipsoid

e parabola : rotacény paraboloid

e hyperbola : rotacny hyperboloid 1-dielny (os rotacie je totozna s vedl'ajSou osou hyperboly)
e hyperbola : rotaény hyperboloid 2-dielny (os rotacie je totozna s hlavnou osou hyperboly)




Priklad : Parametrické rovnice u — krivky, incidujucej so suradnicovou rovinou xz :
o elipsa: X(u) =acosu, y(u) =0,z(u) =bsinu,u €(0,27)
2
u
o parabola : X(u)=u,y(u)=0,z(u) = b;,u e(-a,a)

2
e parabola : X(u)=u,y(u)=0,z(u) = b(l—Z—z),u e(-aa)
a /A
eh bola: x(u)=——,y(u)=0,z(u)=btanu,ue| -——,~ |,a,b#0
yperbola: x(1)= 2 y0)=0,20) e(uj .

e hyperbola : x(u)=btanu,y(u):0,z(u):i,u e(—f,fj,a,bq&o
cosu 2 2

Napr. e parabola : x(u)=u, y(u) =0,z(u) =3(1-u*/4),u(0,1)

« hyperbola : x(u) = % y(u) =0, 2(u) =1tanu,u e (~1.3,1.3)




Vstup: ¢iara x - kuzel’osecka k

e Kkjeelipsa.

Vystup: rotacny elipsoid (prediZeny, sploteny — obrazok)

A-=
x(u)=acosu e

\J/

z(u)=bsinu < =
a=b,a,b>0,ue(0,2r) \

x(u,v) =acosu.cosv
y(u)
z(u,v)=bsinu
U,VE<0,27Z’>

acosu.sinv

e Kk je parabola.
Vystup: rotacny paraboloid

x(u)=u 1‘Z=O
y(u)=0
u? K
=% F/
p>0,uell < o) Tp
d

x(u,v)=u.cosv
y(u,v)=u.sinv

2
z(u,v)=;—p

ueLI,Ve<0,27r>

e Kk je hyperbola.
Vystup: rotacny hyperboloid (jednodielny)

A7=0

x(u)=% .
y(u)=0 J

z(u)=btanu

X oN\a
a¢0,b¢0u€[_£,£) / \
2 2

Vystup: rotaény hyperboloid (dvojdielny)

x(u)=btanu 4
y(u)=0 \

( cosu <
X b

Gaen | AT\

x(u,v)=btanu.cosv
y(u,v)=btanu.sinv

a
Z(U’V)zcosu

5




VSeobecné rotacné plochy

Tvoriaca ¢iara x je funkciou parametra u, t.j. pozname parametrické rovnice tvoriacej ¢iary:

X = X(U) y =y(u) z=2(u) ueU
Priklady: uvedené su parametrické rovnice tvoriacej €iary a rotacnej plochy:
Ruza
_ x(u,v)=a.sinbu.cosu.cosv
x(u)=2*sin(3*u)*cos(u) : :
y(u,v)=a.sinbu.cosu.sinv ,
y(u)=0 , _ _
_ _ z(u,v)=asinbu.sinu
z(u)=2*sin(3*u)*sin(u)
a,bell ,u,Ve<O,27z>
u e<0, 27r>

ZA

=cosucosv—(sinu—u)sinv
=cosusinv+(sinu—u)cosv,




Vystup: rotaéna plocha — r6zne typy rotanych ploch (vyjadrené parametrickymi rovnicami)

1. Y
z=0
x(u) = 2ucosu p x(u,v)=2ucosu.cosv
y(u)=0 y(u,v)=2ucosu.sinv
z(u)=u?-2cosu z(u,v)=u*-2cosu
U€<072' U€<0,7Z>,VE<O,ZII>
%
2. k je kvadraticka funkcia
A
X(u)=u+3 < X
(u) <
(u)=0
(u)

x(u,v)=2cos’ u.cosv
y(u,v)=2cos’u.sinv

z(u,v)=2sin’u

T T
ue(-=,=
53

V€<O, 27z>

A

x(u,v)=(2+sinu).cosv
y(u,v)=(2+sinu).sinv




Bézierova kubicka krivka

Urcujtci polygén tvoria vrcholy:

X(u,V) = (—2u*+3u” +3u)cosv

~[4,6]
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Rotacné plochy v architektire a dizajne:

Priamkové rotacné plochy

Valcova a kuZelova plocha

Shin Takamatsu
Kunibiki Messe
Shimane, Japonsko
1993

htto://oiisani com/2010/0f i t-kunibiki h

Jednodielny rotaény hyperboloid

Gerber Architekten
Burj Al-Taga — Energy Tower
Navrh stavby

http://www.archispass.org/index.php?s=mre

Jednodielny rotacény hyperboloid — aplikacie v dizajne

http://www. e.org/mt ProductDisplay_Satell
ite%20Bowl_10451_10001_49586_-1_26669_26673_47604



Cyklické rotacné plochy

Gulova plocha

Shin Takamatsu
Business center
Thilisi

http://www.takamatsu.co.jp/en/project_detail.php?id=109

Gulova plocha

Luis De Garrido
Eye Of Horus, Eco-House
Sedir Adasi Island, Turkey

http://bydleni.idnes.cz/naomi-campbellove-se-spinil-sen-bude-bydlet-v-oku-boha
-hora-pn3-/architektura.aspx?c=A110926_152223_architektura_web



Cast anuloidu (melonoidu) — os rotécie je v $ikmej polohe.

Takasaki Masaharu
Astronomical Museum
Kihoku-cho, Japan

http://binarysimulacra files.wordpress.com/2011/01/masaharu_big.jpg

Cast anuloidu

Santiago Calatrava
Telekominikacna veza Montjuic
Barcelona, Spanielsko
Olypiada 1992




Kvadratické rotacné plochy

Rotaény elipsoid splosteny

PAUL ANDREU
National :Fheatre
Peking, Cina

http://images.businessweek.com/ss/05/12/china_wonders/source/11.htm

Rotaény elipsoid predizeny so Sikmou osou
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http://www.jameslawcybertecture.com/htmi5/



Jednodielny rotaény hyperboloid

Oscar Niemeyer
Katedrala v Brazilii http://0.tqn.com/d/architecture/1/0/1/x/MetropolitanCathedral.jpg

Jednodielny rotaény hyperboloid
s vodorovnou osou

Corporation Street Footbridge
Manchester

http://www.hodderandpartners.com/projects/corporation-street-bridge-manchester



Rotaény paraboloid

Shin Takamatsu
Tamayu health spa
Shimane, Japan

http://www.takamatsu.co.jp/en/project_detail.php?id=199

Pouzité plochy: rotacna valcova plocha, jednodielny rotaény hyperboloid, anuloid, rotaény
elipsoid, gulova plocha.

SACHOVA FIGURKA
Strelec na E5

Jana Haluzova,
Hana Matouskova,
FrantiSek Roztocil

http://mat.fsv.cvut.cz/geometrie/galerie02.html



