Kapitola 1

Jednoduché obluky

1.1 Matematické reprezentacie kriviek

Medzi standardné metody reprezentacie kriviek v geometrickom modelovani sa zaraduju opisy
pomocou implicitnych rovnic, explicitnych vyjadreni a parametrickych funkcii.

Implicitnd krivka v rovine E? so stradnicovou stistavou (O, e, es) je zadand nasledovne.

Uvazujme funkciu g : E? — R. Potom implicitnou krivkou nazyvame mnozinu

2(g9) = {(z,y) € E? | g(w,y) = 0}. (1.1)

Rovnica g(z,y) = 0 vyjadruje vztah medzi stiradnicami z a y bodov leziacich na krivke.

Pri explicitnom vyjadreni je krivka v rovine E? reprezentovand ako graf funkcie g : R — R,
t. j. y = g(x). V praxi Castokrat uvazujeme Specidlnu skupinu funkecii g tvaru

p
g(z) =ap+arx+ ...+ apa? = Zaz‘xl, (1.2)
i=0

kde ag,...,a, € R a navyse a, # 0. Krivku uréent tymto predpisom nazyvame algebraickou
krivkou stupmna p.

V' parametrickom vyjadreni priestorovej krivky kazda stradnicu z,y, z jej bodu reprezen-
tujeme osobitne pomocou explicitnej funkcie jednej premennej ¢, ktori nazyvame parameter,

x = z(t)
y=y(t) (13)
z = Z(t), te [tmina tmaac]'

Parametrické vyjadrenie umoznuje vy¢islit pre zvolent hodnotu parametra t =ty € [tmin, tmaz)
tri hodnoty x(to), y(to) a z(to), ktoré urcuju suradnice bodu krivky, odpovedajiceho hodnote
parametra to. Ak su funckie x(t), y(t) a z(t) spojité, mozno povedat, Ze prislusnd krivka je
spojitym obrazom stvislej oblasti Q = [tmin, tmaz] C R.
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Parametrické vyjadrenie krivky mo#no nahradit vektorou funkciou r : Q@ — V(R?), zadani
predpisom

T
r(t) = (z(t),y(t), 2(t) , (1.4)

¢o je obvykly stradnicovy zapis vektora.
V geometrickom modelovani sa vSak namiesto vyjadrenia krivky pomocou vektorovej funkcie

Castejsie pouziva jej vyjadrenie v tvare bodovej funkcie. Ak si oznac¢ime lubovolny bod krivky
ako P(t), tak pre jeho polohovy vektor r(t) = P(t) — O plati

Pt)=0+r(t) =0+ x(t)er + y(t)ea + z(t)es, t € [tmins tmaz)- (1.5)

T4to rovnost reprezentuje krivku ako bodovi funkciu P : Q — E3. Stradnicovy zdpis bodovej
funkcie P mozno zapisat ako

P(t) = (x(t), y(t), 2(1)) - (1.6)

V dalsej casti sa budeme zaoberat studiom kubickgch polynomickych kriviek, ktorych vek-
torovu reprezentaciu mozno zapisat v tvare

r(t) =ag + ait + a2t2 + a3t3, te [tmim tmam] (17)
a bodovi reprezentaciu ako
P(t) = O +ait + ast® + agt®, t € [tmin, tmaz)s (1.8)

kde a; € V(E?) pre i = 0,1,2,3.

Poznamenajme este, ze zamléanim z-ovej stiradnice mozeme ziskat analogicky opis paramet-
rickych kriviek v rovine E2.

1.2 Metddy opisu kriviek

V geometrickom modelovani sa stretdvame s tromi ekvivalentnymi metédami pre Specifikiciu
jednotlivych typov reprezenticii kriviek:

1. Sformulovanie podmienok, ktoré sa pre krivku vyzaduji. Najcastejsie si to krajné body
krivky, sklony krivky v krajnych bodoch (hodnoty prvych derivécii), pripadne geometrické
vlastnosti urcéené derivaciami vyssieho radu a pod.

2. Volba zmiesavacich funkcii, reprezentujucich krivku. Tieto funkcie zliepaji geometrické
prvky do paramterického vyjadrenia segmentu krivky. V tomto pripade reprezentujeme
bod krivky ako afinni kombindciu geometrickych prvkov a zmieSavacie funkcie zohravaja
ulohu koeficientov.

3. Volba matice koeficientov, ktord reprezentuje typ krivky. Dand matica vyjadruje polyno-
mické koeficienty ako afinné kombinacie vyssie spomenutych geometrickych prvkov.

Na ilustraciu tychto troch metéd opisu kriviek budeme predpokladat, ze hodnoty ¢, = 0
a tmar = 1, CiZe jej parametrizacia bude

r(t) = ap + ait + agt? + agt®, te€0,1]. (1.9)

POCITACOVA GEOMETRIA RNDr. Sona Kudli¢kova, PhD.
(ucebny text) Mgr. Marcel Makovnik, PhD.
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Obr. 1.1: Krivka definovand koncovymi bodmi Ry, R; a s nimi asociovanymi dotykovymi vek-
tormi r(, rf.

1.3 Hermitove kubiky

Krivku r(t) moézeme zapisat v ,,pseudomaticovom” tvare

.
r(t) =ao+ait +ast’ +agt = (1t 2 1) (ag a1 a ag) , t€[0,1].  (1.10)

Zapis krivky pomocou ay, ..., ag mé hlavni nevyhodu v tom, Ze nepozname geometricky vyznam
tychto koeficientov a najmé ich vztah ku krivke. Preto je vyhodnejsie zadavat tato krivku jej
krajnymi bodmi Ry, Ry € E? a dotykovymi vektormi (sklonmi) r), | € V(EE3), asociovanymi s
krajnymi bodmi Ry a Ry, vid Obr.

Nasou tlohou je napisat parametrické vyjadrenie kubickej krivky, uréenej vstupnymi datami
Ry, Ry, r( a r}. Uvedomme si, Ze prvi deriviciu vektorovej funkcie r(t) mozeme vyjadrit ako

V)= (0 1 2t 32) - (ag ar a a3>T. (1.11)

Ak do vztahov (1.10) a (1.11) dosadime pre parameter ¢ krajné hodnoty intervalu [0, 1] a zo-
hladnime poziciu, do ktorej sme nominovali Ry, Ry, r(, a r}, dostaneme

r(0) = Ry, r'(0) = r,
r(1) = Ry, r'(1) =), (1.12)
z ¢oho po dosadeni dostaneme
ag = Ry, a; = ry,
ao—l—a1+a2+a3:R1, a1+2a2—|—3a3:r'1. (113)
POCITACOVA GEOMETRIA RNDr. Sona Kudli¢kova, PhD.

(ucebny text) Mgr. Marcel Makovnik, PhD.
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Potom z uvedenych rovnic vieme vyjadrit

ag = Ry,
a1 = 1o, (1.14)
a9 =3<R1 —Rg) —21‘6—1"1, ‘
az = 2(R0 —Rl) —l—I‘6—|—I',1
a krivku r(¢) teda moézeme prepisat ako
Ry
I,/
t)=(1 t ¢ t3 0 —
x(0) = ( ) 3(Ry — Ro) — 2y — 1/
2(Rop — R1) +ry + 1!
(Ro = Ra) #7041 (1.15)

1 0 0 0 Ry
0 0 1 0 Ry
=(1 ¢t ¢ ¢ = TMyGy.
( ) -3 3 -2 —-1||r =

2 —2 1 1) \r

Pouzitim zavedeného oznacenia r(t) =: TMpyGpy dostavame hladané maticové vyjadrenie ku-
bického segmentu pomocou geometrickych prvkov - krajnych bodov Ry, R; a im prisli-
chajucich dotykovych vektorov r(, a r}. Tieto st ulozené v tzv. geometrickej matici Gg. Matica
My sa nazyva matica Hermitovyjch koeficientov.

Ak vynéasobime matice T a My, dostaneme riadkovii maticu
(1324268 32 —2% t—22 465 —2+4%). (1.16)
Ozna¢me prvky tejto matice ako
hos(t) == 1—=3t24+2t3,  has(t) == 3t2 =213, hys(t) ==t =262 +13,  hos(t) := —t> +13. (1.17)

Funkcie h;3(t), ¢ = 0,...,3 (Obr. [1.2) nazyvame zmiesavacie funkcie (angl. blending functions).
Potom parametrickd reprezentdcia krivky (1.10), ozna¢me ju H(t), s vyuzitim zmieSavacich
funkcii ma zapis

H(t) = hog(t)Ro + hw(t)l‘& + hgg(t)l‘/l + hgg(T’)Rl, te [0, 1] (118)

Tuto reprezentdciu segmentu kubickej krivky do literatiry zaviedol James Ferguson (1963).
Polynémy h;s(t), i = 0,...,3 nesi nazov podla francizskeho matematika Charlesa Hermita
(19. storocie), ktory ich pouzil k interpoldcii funkcii. Hovorime teda o Hermitovych kubickyjch
polyndémoch.

Nakolko krivka H(t) interpoluje krajné body a zadané vektory v tom zmysle, ze si hod-
notami jej derivacie v krajnych bodoch defini¢cného oboru, nazyvame ju Hermitovou kubickou
interpolacnou krivkou, skratene Hermitovou ¢i Fergusonovou kubikou.

POCITACOVA GEOMETRIA RNDr. Sona Kudli¢kova, PhD.
(ucebny text) Mgr. Marcel Makovnik, PhD.
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has(t)

Obr. 1.2: ZmieSavacie funkcie — Hermitove kubické polynémy — pre hodnoty t € [0, 1].

1.3.1 Vlastnosti a modelovanie Hermitovych kriviek

Vsimnime si, ze pre zmiesavacie funkcie (1.17)) plati hos(t) + hss(t) = 1. Zrejme teda bod T' :=
hos(t)Ro + hss(t) Ry lezi na tsecke RoR;. Bod Hermitovej krivky, prislichajici pevne zvolenej
hodnote parametra ¢, ziskame tak, Ze zodpovedajici bod T posunieme o vektor his(t)ry +
has(t)r}.

Zmena velkosti a smeru dotykovych vektorov

Polozme rj, = apdg a r} = a1dy, kde ap, @1 > 0 a dy, d; st jednotkové vektory. Potom, rov-
nomernou zmenou dizky dotykovych vektorov (tzn. ap = «1) ovplyviujeme ,ako dlho sleduje
krivka dotycnice”, pozri Obr. Podobne mézeme velkost dotykovych vektorov menit nerov-
nemerne, t. j. polozime ag = kay, k # 0. Dolezité je uvedomit si, ze pokial zvolime ag = a1 = 0,
Hermitova kubika sa zdegeneruje na tsecku.

Neuniformovana Hermitova kubika

Na zaciatku sekcie sme skonstruovali Hermitovu kubiku, ktord je definovand nad intervalom
Q = [0,1]. Krivky tohto typu nazyvame uniformované. Analogicky mézeme zostrojit kubiku
nad Iubovolnym intervalom Q = [0,4], § > 0 a budeme hovorit, Ze krivka je neuniformovand.

Dosadme teda krajné hodnoty intervalu 0 a 6 do vztahov (1.10) a (1.11) a vyjadrime vstupni
datovu Stvoricu:

ap = Ry, a; = ry,
ag+ a0 + a252 + a363 = Ry, a; + 2as0 + 3&352 = I',l. (119)
POCITACOVA GEOMETRIA RNDr. Sona Kudli¢kova, PhD.

(ucebny text) Mgr. Marcel Makovnik, PhD.
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Obr. 1.3: (a) Hermitova krivka s koeficientmi ag = «;. (b) Hermitova krivka s koeficientmi

2@0 = 2@1 .

7 nej moézeme vyjadrit vektory

ap = Ry,
a;] = 1‘6,
g, = SUE1L—Ro) 2rg 1) (1.20)
2 52 s 5
2(Rp— Ry1) ry 1)
S 2ty

a vytvorit maticovy zapis

1 0 0 O R
0 0 1 0 R
H=(1 ¢t 2 #)| 5 5 5 ||, (1.21)
2 2 3 s ||Yo
2 —2 1 1 /
EEI S - 1

Rézne hodnoty § produkuji rézne Hermitove kubiky. Mozno povedat, ze zvicSovanie hodnoty §
tahd krivku v krajnych bodoch v smere dotykového vektora. Preto v literatiire mézeme najst aj

alternativne vyjadrenie krivky

1 0 0 0\ /R

0 0 1 0]|R (1.22)
-3 3 -2 —1||ér)

2 -2 1 1) \ér

POCITACOVA GEOMETRIA RNDr. Sona Kudli¢kova, PhD.
(ucebny text) Mgr. Marcel Makovnik, PhD.
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Vydéislovacie algoritmy

Vypocet bodov krivky spoc¢iva v dosadyovani hodno6t parametra ¢ do vyjadrenia krivky H(t) a
nasledné spajanie vypocitanych bodov tseckami. NajcastejSie uvazujeme rovnomerné navzorko-
vanie intervalu, t. j. vycislujeme hodnoty pre ¢; = i/k, i = 0, ..., k, kde k urcuje velkost vzorky
(dizku jedného dielika intervalu).

Najednoduchsou metédou pre vypocet hodndt polyndému pre ¢; je pouzitie Hornerovej schémy,
ktora realizuje vypocty postupnou faktorizaciou. V nasom pripade teda kubicku krivku pre hod-
notu t; moézeme postupne faktorizovat, ¢im dostaneme vyjadrenie

I‘(ti) =ag+1{; (a1 +t; (a2 + agti)) . (1.23)

Vsimnime si, ze vyc¢islenie krivky pomocou vztahu ((1.23]) vyzaduje menej ndsobeni nez pévodné
vyjadrenie (1.10)).

1.3.2 Cvicenia — Hermitova kubika

1. Napiste parametrické vyjadrenie Hermitovej kubiky H(t), t € [0, 1] a nésledne ich nacrt-
nite, ak si zadané nasledovné vstupné datové stvorice:
(a) Ro=(0,0)", Ry = (1,0)", vy = (1,1)", ¢} = (0,—-1)".
(b) Ry =(0,0,0)", Ry = (1,1,1)7, ¢y = (1,0,0) ", vy = (0,1,0) .
(c) V détovej $tvorici (a) pouzite rj = (2,2)" a krivky porovnajte.
(d) V détovej Stvorici (a) uvazujte t € [0, 4].
2. UvaZujme parametrické vyjadrenie Hermitovej kubiky H(t), t € [0, 1] také, Ze

x(t) =142t +12 — 13

y(t) = 3t — . (1.24)

Urcte vstupna datova stvoricu.
3. V cviceni 1. (a) uréte vektory prvej a druhej derivacie pre bod krivky H(1/3). Derivécie
nasledne graficky ilustrujte.

1.4 Bézierove krivky

Pri Hermitovych kubikdch vieme modifikovat poziciu krajnych bodov a menit smery a dizky
prislusnych dotykovych vektorov, ¢im intuitivne vieme modelovat kubickd krivku tak, aby zod-
povedala nasim poziadavkam. Hermitove kubiky avsak trpia problémom, Ze nevieme vyraznejsie
ohraniéit oblast, v ktorej krivka lezi.

Za opisanie kriviek, ktoré lezia v ohranicenej oblasti vdac¢ime automobilovému priemyslu.
V roku 1959 zostrojil Paul de Casteljau — francizsky matematik a fyzik, pracujici pre Cit-
roén — algoritmus na vycislovanie urcitej triedy kriviek. O ich popularizaciu a formalizaciu sa
postaral franctzsky inzinier Pierre Bézier, ktory pracoval v automobilke Renault. Nakolko si
dany typ kriviek (a ploch) nechal patentovat, spominané krivky nesti jeho meno — Bézierove
krivky. Od tychto ¢ias st Beziérove krivky Standardnym a azda najpouzivanejsim typom kriviek
v pocitacovo riadenom dizajnovani (angl. computer aided design, skr. CAD), pocitacovo riadenej

POCITACOVA GEOMETRIA RNDr. Sona Kudli¢kova, PhD.
(ucebny text) Mgr. Marcel Makovnik, PhD.
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vyrobe (angl. computer aided manufacturing/machining, skr. CAM) a v neposlednom rade aj
pocitacovej grafike.

1.4.1 Bernsteinove polynémy a ich vlastnosti

Na konstrukciu Bézierovych kriviek potrebujeme najprv opisat bazu vektorového priestoru vset-
kych polynémov stupna n. Tieto polynémy nesti ndzov podla ukrajinského matematika Sergeia
Bernsteina, ktory ich odvodil v roku 1912 pre svoj vyskum v tedrii aproximacie.

Definicia 1.4.1. Pod i-tym Bernsteinovym polynémom n-tého stupna v premennej ¢t rozumieme

(4

bin(t) == (”) £l — )" (1.25)

Veta 1.4.2. Polynémy bg (1), ..., by n(t) tvoria bazu vektorového priestoru vsetkych polynémov
stupna n.

Veta 1.4.3. Vlastnosti Bernsteinovych polynémov:

Nezapornost: b;,(t) > 0 pre Iubovolné i, n a t € [0,1].

Rozklad jednotky: > i (b, ,(t) = 1.

Symetria: b;,(1 —t) = by—in(t), pre i =0, ..., n.

Rekurzia: bi,n(t) = (1—L‘)bi,nfl(t)—Ftbz;l,nfl(t), pret=0,...,n, kde bfl’nfl(t) = bmnfl(t) = 0.

1. derivacia: bé,ﬂ(t) =N (bi—l,n—l(t) — bi,n_l(t)), kde b_l’n_l(t) = bn,n—l(t) =0.

Lokalne maximum: polyném b; ,(t) mé na intervale [0, 1] lokdlne maximum pre hodnotu pa-
rametra t = i/n. TAto hodnota sa nazyva aj Grevillova abscisa.

1.4.2 Bézierove krivky a ich vlastnosti

Bézierovu krivku ziskame ako afinnti kombinaciu bodov v priestore, kde koeficienty zodpovedaju
hodnotam Bernsteinovych polynémov.

Definicia 1.4.4. Uvazujme postupnost bodov Vj, ..., V,, € E™, m > 2 a Bernsteinove polynémy
bo.n(t), ..., bnn(t) na intervale t € [0,1]. Potom mnozina bodov v E™, ktorych stiradnice vyhovuji
rovnici

Bu(t) = bin(t)Vi, te0,1] (1.26)
sa nazyva Bézierova krivka n-tého stupna.

Skutocnost, ze bod krivky B, (t) je naozaj affinou kombinédciou bodov Vj, ..., V,,, vyplyva z
vlastnosti rozkladu jednotky pre Bernsteinove polynémy. Spominant postupnost bodov Vg, ..., V,,
budeme dalej nazyvat riadiacou lomenou ciarou, alebo riadiacim polygonom krivky B, (t). Jed-
notlivym bodom V; budeme hovorit riadiace vrcholy krivky B, (t).

O najdolezitejsich vlastnostiach Bézierovej krivky pojednava nasledujica veta.

Veta 1.4.5. Uvazujme Bézierovu krivku B, (t) podla Definicie Potom plati:
Interpolacia krajnych bodov: B,(0) =V}, B,(1) = V.

POCITACOVA GEOMETRIA RNDr. Sona Kudli¢kova, PhD.
(ucebny text) Mgr. Marcel Makovnik, PhD.
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Konvexny obal: Beziérova krivka B, (t) lezi v konvexnom obale svojich riadiacich vrcholov
Vo, ..oy Vin.

Invariantnost vzhladom na afinnt transformaéciu riadiaceho polygénu: Nech
f:E™ — E™ je afinnd transformaécia priestoru E™. Potom plati

f <§n: bi,n(t)Vi> = f:bm(t)f(%)- (1.27)
1=0 i=0

Invariantnost vzhladom na transformaéaciu parametra:

bin(®)Vi= bin (Z“) Vi, tel0,1], wue€lab]. (1.28)
i=0 i=0 —a
Symetrickost:
D bin®)Vi=> bin(l—t)Vuy. (1.29)
i=0 j=0
1. derivacia: . )
B,(t)=n>_ bin1(t)(Vigr = Vi) = n Y bin_1(t)AV;. (1.30)
=0 1=0
2. derivacia: )
B!(t) =n(n —1) Z bin—a(t)(Visa — 2Vig1 + V5). (1.31)
=0

Vsimnime si, ze derivacia Bézierovej krivky stupna n je krivka stupna n — 1. Nie je to vsak
bodova Bézierova krivka, ale vektorovd, nakolko jej riadiace prvky st vektory v; € V(E?). Krivky
tohto typu nazyvame hodografmi (tento nazov zaviedol kalifornsky matematik Rida Farouki,
ktory sa zaoberd vyskumom pytagorejskych hodografov). Hodografy mozeme vizualizovat tak,
7e zostrojime Bézierovu krivku s riadiacimi vrcholmi A+ vo, ..., A+ v,_1, kde A € E3 je nejaky
referenény bod — zvycajne uvazujeme A = O.

Dalsou dolezitou vlastnostou je pseudolokdlne riadenie Bézierovej krivky. Vychadza z vlast-
nosti lokalneho maxima pre Bernsteinov polyném b; ,(t). Nakolko prislusny polyném nadobida
lokélne maximum pre hodnotu ¢; = i/n, pri zmene polohy vrchola V; zmeni krivka svoj tvar naj-
badatelnejsie v okoli, zodpovedajicom parametru ¢;. Je dolezité poznamenat, Ze pri tejto zmene
sa zmeni cely tvar krivky. Krivky tohto typu nazyvame globdlne. v

1.4.3 Bézierove kubiky

V nasledovnej casti si ukazeme stvis medzi Bézierovymi a Hermitovymi kubikami. Uvidime, ze
ide o dve rdzne reprezentacie tej istej krivky.

Bézierovu kubiku méame zadantu predpisom

Bg(t) = boyg(t)Vo + b173(t)V1 + b273(t)V2 + b3’3(t)V3, t e [0, 1] (1.32)

POCITACOVA GEOMETRIA RNDr. Sona Kudli¢kova, PhD.
(ucebny text) Mgr. Marcel Makovnik, PhD.
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a jej derivacia je
By(t) = 3 (bo2(t)(Vi — Vo) + br2(t) (V2 — V1) + baa(t) (V3 — V2)) - (1.33)
Ak dosadime hodnoty t =0 a t = 1 do vyjadreni and , dostaneme
B3(0) =Vy, Bs(1)=Vs, B50)=3(Vy —V), B5(1)=3(Vs—V). (1.34)

Kedze Bs(t) je kubickd krivka, Tahko ziskame konverziu medzi riadiacimi prvkami Ry, Ry, r{,
r} Hermitovej kubiky a riadiacimi vrcholmi Vg, Vi, Va, V3 Bézierovej kubiky:

Ry=Vy, Ri=Vs 1ry=3V1—-V), r}=3(Vs-"V),
1, 1, (1.35)
‘/OZROa ‘/1:RO+§IIO7 %:Rl_grla ‘/E’):Rl

Nato, aby sme ziskali maticové vyjadrenie Bézierovej kubiky, m6zeme predoslé vyjadrenie dosadit
do geometrickej matice Gy pre Hermitovu kubiku, t. j.:

Ry Vo 1 0 0 0\ (W
R, Vs 00 1||wn
Gy — _ = 1.36
LA 3(Vi — Vo) 33 0 0||w (1.36)
r/ 3(Vs — 1a) 0 0 -3 3/\1;

Po dosadeni matice Gy do vyjadrenia Hermitovej kubiky teda dostavame maticové vyjadrenie
Bézierovej kubiky

1 0 0 O Vo
3 3 0 O Vi
_ _ 2 3 R
By(t) = TMyuGu = (1 t £ ) s 6 3 ol lw|=TMsGs (1.37)
-1 3 =3 1 V3

Uvedené tivahy nam pontkaja aj vztah medzi jednotlivymi zmiesavacimi funkciami:

hog(t) = bgg,(t) + b173(t),
1

his(t) = gbl,3(t)a
. (1.38)
has(t) = —552,3@),

hgg(t) = b273(t) + b373(t).

1.4.4 Vydislovacie algoritmy

Podobne, ako v pripade Hermitovych kubik, aj Beziérove krivky moézeme vycislovat dosadenim
konkrétnej hodnoty parametra t do predpisu krivky. Pozname vsak aj efektivnejsie sposoby
vy¢islovania Bézierovych kriviek.

POCITACOVA GEOMETRIA RNDr. Sona Kudli¢kova, PhD.
(ucebny text) Mgr. Marcel Makovnik, PhD.
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De Casteljauov algoritmus

Ide o pévodny navrh algoritmu Paula de Casteljau, ktory ho zostrojil pre Citroén. Vychadza z
rekurzivneho vyjadrenia Bernsteinovho polynému b; ,,(t) = (1 — t)b; p—1(t) + thi—1,n—1(t).

Uvazujme Bézierovu krivku B,,(t) s riadiacimi vrcholmi Vj, ..., V;,. Pomocou tychto riadiacich
vrcholov mo6zeme zostrojit nasledovné rekurentné vyjadrenie.

Vi) = Vi,

1

Vi) =1 -tV/ ') +tVi5Nt), r=1,..n, i=0,.,n—r

(3

(1.39)

Vidime, ze V" : [0, 1] — E™ st bodové funkcie v jednom parametri t. Taktiez z predpisu vidime,
ze pre kazdé r = 1,...,n a pripustné ¢ bod V;(t) lezi na usecke s krajnymi bodmi 1/[71(75) a
Vg ' ( ), ¢ize ide o linedrnu interpoldciu tychto bodov pre nejakd hodnotu parametra ¢.

Takouto posutpnou linedrnou interpoldciou vieme postupovat do chvile, kym r = n a ¢ ma
jedini pripustnt hodnotu ¢ = 0. Viacerymi spdsobmi je mozné ukazat, ze prislusny bod je bodom
Bézierovej krivky pre hodnotu parametra ¢, t. j.

V(t) = Ba(t). (1.40)

De Casteljauov algoritmus je mozné prehladne zapisat pomocou trojuholnikovej schémy. Nasle-
dovny priklad zobrazuje takito schému pre kubickd Bézierovu krivku Bs(t) s riadiacimi vrcholmi
Vo, Vi, Va, V3, kde bod Vi = Bs(t) pre zvolenti hodnotu parametra t:

vy vy

/ / X /
\ 1x / (1.41)
/

,_.

Pre r-tu derivaciu Bézierovej krivky vzhladom na de Casteljaou algoritmus plati nasledovny
vztah:

I R e I

(") (4) — "
B (#) (n_r)AV T(t).

Z tohto vztahu mézeme vyjadrit prvi derivaciu ako B., (t) = nAVy™H(t) = n (Vln_l (t) — VO"_l(t)).
Inymi slovami, dotykovy vektor Bézierovej krivky je urceny bodmi v predposlednom riadku de

(1.42)

Casteljauovho algoritmu.

POCITACOVA GEOMETRIA RNDr. Sona Kudli¢kova, PhD.
(ucebny text) Mgr. Marcel Makovnik, PhD.
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Podrozdelovanie

Predosly algoritmus ndm umoznuje (vypoctovo) jednoduchsie vy¢islenie konkrétneho bodu krivky.
Iné pristupe k vykreslovaniu krivky vyuzivaji myslienku, ze ako graficki reprezentaciu krivky
vezmeme jej nejakd dobru aproximéaciu. My sa zameriame na aproximaciu krivky dostatoc¢ne
jemnou lomenou &arou, t. j. takou, ktord obsahuje dostatocne velky podet vrcholov, resp. dizka
najdlhsej strany lomenej ¢iary je ohranic¢end dostato¢ne malym, vopred zvolenym e < 0.

Medzi populdrne metédy zjemnovania lomenych ¢iar patri podrozdelovanie (angl. subdivi-
sion). Ako napovedd ndzov, jednd sa o rekurzivne delenie lomenej ¢iary na viacero ,pod-
¢iar'rovnakého typu. Pre pripad podrozdelovania na aproximéciu Bézierovej krivky B, (t) za
vstupni loment ¢iaru budeme brat jej riadiaci polygén. Pomocou de Casteljauovho algoritmu
mozeme vyc¢islit krivku pre konkrétnu hodnotu parametra, ozn. a € [0,1]. Kedze bod V' («) je
bodom Bézierovej krivky By, (t), mozeme ju v tomto bode rozdelit na dva segmenty , ozna¢me ich
Bl(t) a B2(t). Zo samotného algoritmu a jeho geometrického znizornenia vidime, Ze jednotlivé
segmenty st Bézierove krivky na intervale [0, 1] s nasledovnymi riadiacimi vrcholmi:

By (t) ~ Vg (), Vg (a), ... V' (@), (1.43)
By (1) ~ Vg'(@), V" H@), s V7 (@). '

Samotnym krokom podrozdelenia je teda rozdelenie vstupného riadiaceho polygénu na dva
riadiace polygény s rovnakym poétom vrcholov, ale kratSou dizkou jednotlivych stran. Rekur-
zia spo¢iva v opitovnom aplikovani podrozdelenia na segmenty Bl (t) a B2(t). V k-tej iterdcii
podrozdelovania dostavame lomenu ¢iaru s vg vrcholmi, pricom vy = 2vp_1 — 1 a v9 = n + 1.
To znamend, ze kazdou iterdciou sa ndm pocet vrcholov lomenej ¢iary takmer zdvojnasobi, ¢ize
konvergencia k limitnej (Bézierovej) krivke je rychla. Aby sa lomené ¢iary podrozdelovali na
oboch stranich priblizne rovnakym tempom, v praxi pouzivame najcastejSie deliacu hodnotu

a=1/.

Zvysovanie stupna

Myslienka zvySovania stupnia (angl. degree elevation) spo¢iva v pridani riadiaceho vrchola bezo
zmeny tvaru krivky. Uvedomme si, ze tato operacia je mozné z dévodu, ze fubobolny polyném

tn+1

n-tého stupra mozeme zapisat ako polyném n+ 1-ho stupna tak, ze koeficient pri je nulovy.

Vécsie mnozstvo riadiacich vrcholov umoznuje jemnejsie doladovanie tvaru Bézierovej krivky.

Oznacme riadiace vrcholy Bézierovej krivky n-tého stupna Vg, ..., V, a riadiace vrcholy rov-
nakej krivky ale n + 1-ho stupna (t. j. po zvySeni stupna) ako Wy, ..., Wj,11. Potom plati

Wo = W,
Wi:nil‘/;ﬁ— (1— nL)Vi, i=1,.m, (1.44)
Wit = V.
1.4.5 Cvicenia — Bézierova krivka
TBA.
POCITACOVA GEOMETRIA RNDr. Sona Kudli¢kova, PhD.

(ucebny text) Mgr. Marcel Makovnik, PhD.



Kapitola 2
Interpolacné splajny

Pojmom splajn (angl. spline) sa v projektovani rozumie sabléna — ohybny prit, ktory sa pouzival
na vykreslovanie hladkych kriviek, prechadzajicich predpisanou mnozinou bodov v rovine ¢i
priestore.

Pri matematickom opise takejto hladkej krivky sa vyuziva po castiach polynomicka krivka
(najcastejsie tretieho stupna), ktord ma v spojoch (a teda vSade) spojiti prvi a druhi derivéciu.
Jednu cast takejto krivky nazyvame segment. V bode, kde sa dva segmenty stretdvaji, budeme
pozadovat splnenie predpisanych podmienok na hladkost. Pozndme rézne konstrukcie splajno-
vych kriviek, ktoré sa lisia reprezentaciou jednotlivych segmentov a spominanymi podmienkami
na hladkost v spojoch.

Splajny sa tesia vyuzitiu v roznych oblastiach pocitacovej grafiky — navrhovanie kriviek s
moznostou lokalnej modifikacie, digitalizacia kresieb pre potreby ich uloZenia, opis animac¢nych
drah objektov a kamier. Taktiez, splajnové krivky st ¢asto vyuzivané aj v CAD — névrhy karosérii
automobilov, trupov lietadiel a lodi, automatické vyrezdvanie dielcov a ich rozmiestnovanie za
ucelom efektivneho vyuzitia materidlu (CNC stroje).

Pri navrhovani splajnov sa stretdvame z dvojakym typom tloh:

1. interpolacnd wloha — krivka prechddza predpisanou skupinou bodov,
2. aproximacnd uloha — krivka sa nachadza v dostatoénej blizkosti predpisanych bodov.

Hoci z matematického hladiska sa interpolac¢né tlohy riesia jednoduchsie, v praxi majt aproxi-
macné ulohy vacsi vyznam, kedze pocitacové systémy pracuju s desatinnou aritmetikou. Preto sa
najcastejsie stretavame s kompromisnym rieSenim, kde krivku konstruujeme tak, aby jej riadiaci
polygén bol tvarou aproximéaciou krivky.

Splajnovi krivku mozno modifikovat prostrednictvom operacii na jej riadiacich vrcholoch.
Zadanim dostato¢ného poctu riadiacich vrcholov dizajnér dokaze dostatocne presne opisat po-
zadovany tvar krivky a zmenou ich siradnic (posuvanim) ju doladit. Taktiez, celt krivku dokaze
umiestnit na pozadované miesto v rovine pomocou afinnych transformécii. Castd poziadavka na
splajnovu krivku je, aby sa nachadzala vo svojom konvexnom obale, aby sa predislo neziaducim
oscilacidam.

13
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2.1 Parametricka a geometricka spojitost

Na zabezpecenie hladkého prechodu z jedného segmentu ciastkovej polynomickej krivky na druhy
mozeme vyuzit rézne podmienky spojitosti v spojovacich bodoch segmentov. Ak i-ty segment
krivky je opisany bodovou parametrickou funkciou tvaru

Xi(u) = (z5(w), yi(w), z:(w) ", w € [ug, uipl, (2.1)

mozeme parametrickt spojitost krivky zabezpecit stotoznenim derivacii podla parametra u fun-
kcie X;(u) kazdych dvoch susediacich krivkovych segmentov v ich spoloé¢nom hrani¢nom bode.

Nech teda

Xo(u) = (zo(u), yo(u), 20(w)) ", u € [ug,uil,

2.2
Xi1(v) = (21(v), 1(0), 21(0)) T, v € [vg, 0] 22

V praktickych aplikdciach najcastejsie pouzivame [vg, v1] = [u1, uz], kde up < u; < us.
Potom ¢iastkovd polynomickd krivka zlozend zo segmentov Xo(u) a X1(v) je

o CY-spojitd (parametrickd spojitost 0. radu), ak

Xo(u1) = X1(vo), resp. wo(u1) = z1(vo), yo(u1) = y1(vo), 20(u1) = 21(vo),  (2.3)
o Cl-spojitd (parametrickd spojitost 1. radu), ak plati podmienka a navyse

Xo(ur) = Xy(vo), resp. zp(ur) =2 (vo), yo(u1) = yi(vo), 20(wr) = z1(vo).  (2.4)
o O2%spojitd (parametrické spojitost 2. rddu), ak platia podmienky , a navyse

Xo(u1) = X7 (vo), resp. a((u1) = (vo), yg(w1) = i (vo), 25(w1) = 2 (vo).  (2.5)

V pripade parametrickej spojitosti 2. radu je rychlost zmeny dotykového vektora v spoji dvoch
segmentov rovnaka. Teda dotycnica krivky hladko prechadza z jedného segmentu krivky na
druhy. Ale pri spojitosti 1. radu rychlost zmeny dotykového vektora mdze byt na susednych
segmentoch odlisnd, ¢ize vo vSeobecnosti sa tvary dvoch segmentov krivky moézu v okoli ich
spolo¢ného bodu vyrazne lisit. Spojitost 1. radu je ¢asto postacujica pre digitalizaciu kresieb a
niektoré dizajnérske aplikécie, zatial ¢o spojitost 2. rddu je uzitoénd pri opise animacénych drah
pre pohyb kamery.

Pri geometrickej spojitosti nevyzadujeme rovnost derivicii parametrickych vyjadreni segmen-

tov krivky v spojoch, ale iba ich imernost. Vdaka tomu ziskame tvarovacie parametre, ktorymi
mozeme ovplyviovat tvar krivky.

Uvazujme teda segmenty Xo(u) a Xp(v), vid (2.2). Potom ¢iastkovd polynomicka krivka
zlozené zo segmentov Xo(u) a X1(v) je

o G-spojitd (geometricka spojitost 0. radu), ak je C°-spojitd, t. j. plati podmienka (2.3),
o G'-spojitd (geometricka spojitost 1. radu), ak je GP-spojita a navyse

461 € R, 51 >0: X{(Uo) = 61X6(u1), (2.6)

POCITACOVA GEOMETRIA RNDr. Sona Kudli¢kova, PhD.
(ucebny text) Mgr. Marcel Makovnik, PhD.
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o G?-spojitd (geometricka spojitost 2. radu), ak je GC-spojitd a G'-spojité a navyse
B2 € R : X{(v0) = B7X( (ur) + B2 X (ua). (2.7)

Zo vztahov a vidime, Ze (1 a (B2 su spominané tvarovacie parametre. Taktiez, pod-
mienka hovori, ze dotykové vektory v spoji su linedrne zdvislé (nie nutne totozné), ¢ize
segmenty maju v spoji spolo¢ni dotycnicu. Geometrickd spojitost 2. radu znamend, Ze sege-
menty maji v spoloénom bode spojity vektor krivosti.

2.2 Splajnové funkcie

Uvazujme postupnost bodov Py,..., P, € E2, P, = (x;,9;)" taki, Ze g < ... < xp. Potom
funkciu f : [xg,xx] — R takd, ze f(z;) = v, ¢ = 0, ..., k, nazyvame po castiach polynomickou,
resp. splajnovou funkciou stupna n, ak plati

po(z),  ak z € [z, 2]
flz) = : :
pr—1(x), ak x € [xg_1,zk]

(7“)(

D; l‘i+1):pgfl($i+1), 1=0,...,k—2, r=0,...n—1,

kdep; : R = R, i=0,...,k—1 st polynomické funkcie stupna n, ¢ize zohravaju tlohu segmentov
krivky f(z). Hodnoty xy, ..., xx, ktoré delia interval [z¢, xx] na k podintervalov nazyvame uzly.
Body P, ..., P, v tomto kontexte nazyvame spoje.

2.2.1 Kubické splajnové funkcie

Opit majme postupnost bodov Py = (2z0,%0) ', ..., Py = (g, )| € E2, kde 2o < ... < xp. Nad
touto postupnostou uvazujme splajnovi funkciu f(x), ktorej i-ty segment je kubicka funkcia

pi(z) = a0+ aii(x—z) +aio(x—x)* +aisz(r — )% ai; €R, j=0,1,2,3.  (2.9)

Kedze kazdy polyném p;(x) ma Styri nezname koeficienty a; o, ..., a; 3 a funkcia f(z) je zlozena z
k segmentov, potrebujeme urcit 4k polynomickych koeficientov a; ;, ¢ =0,....,k—1, 7 =10,1,2,3.

Splajnové funkcia f(z) mé nasledovné vlastnosti:

o Funkcia f(z) prechddza bodmi Py, ..., Py ~ k + 1 rovnic.
o Funkcia f(x) je na intervale [zg,z)] C?-spojitd, ¢ize ma spojité derivicie radu 0 az 2 v
k — 1 spojoch ~» 3(k — 1) rovnic.

7 tychto podmienok vidime, Ze pre 4k neznamych mame urcenych dokopy 4k — 2 linedrnych
rovnic. Nato aby sme vedeli urc¢if vSetky koeficienty jednoznacne, potrebujeme doplnit este dve
podmienky. Tie definujeme na krajnych uzloch intervalu [z, zy] a preto ich nazyvame okra-
jové alebo hranicné podmienky. V aplikdciach sa stretdvame s roznymi variantmi okrajovych
podmienok, napriklad:

POCITACOVA GEOMETRIA RNDr. Sona Kudli¢kova, PhD.
(ucebny text) Mgr. Marcel Makovnik, PhD.
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Fixovany splajn (angl. clamped spline) — prvé derivicie v krajnych uzloch st pevne zvolené
hodnoty

po(zo) = @0, Ph-1(wk) = qr,  Go.qr € R. (2.10)
Prirodzeny splajn (angl. relazed spline) — druhé derivacie v krajnych uzloch st nulové
po(z0) =0,  pl_y(xk) = 0. (2.11)

Cyklicky splajn — prvé a druhé derivacie v krajnych uzloch sa rovnaja

po(z0) = Pl—1(xx),  Po(20) = Pl (). (2.12)

Acyklicky splajn — prvé a druhé derivacie v krajnych uzloch st opacné

po(x0) = —p_1(zx), po(T0) = —pk_1(T1). (2.13)
Kvadratickd podmienka — druhé derivacie v prvych a poslednych dvoch uzloch st rovnaké

//

po(xo) = P (21),  pr1(xk) = P_o(@r—1). (2.14)
Podmienka tretej derivacie — rovnost tretich derivacii v druhom a predposlednom uzle

(3) (3)

(3)(x1)7 pk_l(xkfl) = pk_g(xkfl)‘ (2.15)

pég) (z1) =3

2.3 Hermitove kubické splajny

Uvazujme postupnost bodov Ry, ..., Ry € E™. Zadané body chceme interpolovat krivkou — splaj-
nom, ktory je po castiach kubickou krivkou, zlozenej z Hermitovych segmentov

H;(t) = ho3(t)Ri + hs3(t)Riy1 + has(t)r] + hos(t)riy,, t€[0,1], i=0,...,k—1. (2.16)

Na urcenie jednotlivych segmentov je nutné a staci poznat okrem bodov Ry, ..., R; aj dotykové
vektory r(,...,r;, € V(E3). Tie uréime z podmienky parametrickej spojitosti 2. rddu, &ize v
spojoch segmentov plati

H'(1)=H/ ,(0), i=0,..k—2. (2.17)

7 vyjadrenia druhej derivacie Hermitovho segmentu

H'(t) = ho3(t)Ri + hag(t)Riy1 + hiz(t)r] + haz(t)r] 4

2.18
= (=64 12t)R; + (6 — 12t)R;y1 + (—4 + 6t)r; + (—2 + 6t)r), (2.18)
dostavame
H!'(1) = 6(R; — Riy1) + 21} + 41},
" W ( = ' i , (2.19)
i11(0) = 6(Riyo — Riy1) — 4riy — 2rjyo.
POCITACOVA GEOMETRIA RNDr. Sona Kudli¢kova, PhD.
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Nakolko dva po sebe idiice segmenty st v spoji C'!-spojité, je potrebné dodrzat uz len C?-spojitost
v spojoch, ¢ize musi platif

H'(1) = H,(0), i=0,..k—2. (2.20)
7 uvedenej podmienky teda dostaneme sistavu rovnic
v, +4r; 41y =3(Rij2 — Ri), i=0,...k—2, (2.21)

ktorej maticové vyjadrenie je

1 410 0 0 0\ [r] 3(R2 — Ry)
01 4 1 00 0f]|r} 3(R3 — Ry)
S S P S Ll : (2.22)
0000 ...14 1) \r, 3(Ry — Ry_2)
MR = B.

Vsimnime si, Ze sistava reprezentuje k— 1 rovnic pre k+ 1 nezndmych. Aby sme ich vedeli
vyjadrif, potrebujeme maticu systému M a aj jeho pravi stranu B rozsirit o dva riadky, ¢o ndm
umozni pouzit inverzni maticu a teda vyjadrenie neznamych rf, ...,r). Chybajice dve rovnice
mozeme doplnit pomocou rovnakych okrajovych podmienok, ako v pripade splajnovych funkecii.

Hermitov splajn je matematickym modelom fyzického splajnu. Jeho hlavnou nevyhodou je,
ze ak zmenime poziciu jedného riadiaceho bodu, tak sa zmeni tvar celej krivky. V takom pripade
hovorime, ze splajn nemd lokdine riadenie, ¢ize nedokézeme zrekonstruovat ¢ast krivky bez toho,
aby sme neporusili cela krivky. Tym padom Hermitov splajn je globdlna krivka.

2.3.1 Okrajové podmienky pre Hermitov splajn

Fixovany splajn (clamped spline)

Zadavame hodnoty vektorov prvych derivacii (sklony) v zac¢iata¢nom a koncovom bode
ry=do, Ti=dr do,qr € V(E™). (2.23)

Maticovy zapis stustavy ([2.22)), doplneny o tieto okrajové podmienky, je

10 - 00 Qo
M R=|B]|. (2.24)
00 -~ 0 1 ax

Tym padom vektor R, obsahujici hladané sklony krivky ziskame rieSenim tohto doplneného
systému ako

10 --00 do
R = M B|. (2.25)

00 --- 01 ak
POCITACOVA GEOMETRIA RNDr. Sona Kudli¢kova, PhD.
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Prirodzeny splajn (relaxed spline)

V zaciatocnom a koncovom bode st vektory druhej derivacie nulové. Z vyjadrenia druhej deri-
vacie (2.18) teda dostavame dalsie rovnice

H{(0)=0 ~ 2rj+71] =3(R; — Ro),

" , , (2.26)
Hk*l(l) =0 ~ rk,l + 2rk = S(kal — Rk-)
Maticové vyjadrenie ma potom tvar
210 --- 000 3(R1 — Ry)
M R = B . (2.27)
000 -+~ 01 2 3(Ryr — Rg—1)

Analogickou cestou mozeme doplnit systém o dve rovnice aj zvysnymi podmienkami, t. j.
cyklicky /acyklicky splajn, kvadratickd podmienka ¢i podmienka tretej derivécie.

2.3.2 Hermitov splajn s lokalnym riadenim

Zadanie okrajovych podmienok v zac¢iatocnom a koncovom bode splajnu nam zabezpeci globalny
charakter modelovania Hermitovej krivky.

Menej presnejsi, ale vypoctovo vyhodnejsi spésob ratania dotykovych vektorov ry,...,r} je
pomocou nasledovnej rekurentnej relacie:

ry) = qo,
= q (2.28)
r; =3(R; — Ri—g) —4Ari_y —rj_y, i=2,..,k,

kde qo, q1 € V(E™) st vopred zvolené vektory prvych derivacii v bodoch Ry a Ry. Tym, Ze si na
zaciatku pevne zvolime sklony pre prvé dva body (namiesto prvého a posledného vo fixovanom
splajne), obchddzame potrebu vypoctu inverznej matice. Nakolko vychddzame z rekurentného
predpisu pre sklony, zmena riadiaceho bodu Ry, neovplyvni tvar segmentov, ktoré st urcené
vrcholmi Ry, ..., Rg_1.

Rekurentny vztah (2.28) vychadza priamo z podmienky C2-spojitosti v spojoch (2.21]). Preto
aj takto skonstruovany Hermitov splajn je C2-spojity.

POCITACOVA GEOMETRIA RNDr. Sona Kudli¢kova, PhD.
(ucebny text) Mgr. Marcel Makovnik, PhD.
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