Interpolacné splajnové krivky

HERMITOVE KUBICKE SPLAJNY,
HERMITOVA INTERPOLACIA, C-SPLAJN.

Nech st v priestorE (E%E®) dané body, ktorych polohové vektory oZimae R,... Rk
. Zadané body chceme interpolévaivkou — splajnom, ktory jéiastkovou kubickou krivkou

zloZzenou z Hermitovych segmentow(t): R,,R,,,, i=0,..k-1 , teda kazdy segment je
opisany:
ih(t) = HOS(t)Ri +H 33(t)Ri+1+ H 13(t)ri' +H Zi(t)ri + ,1’ t D<O’]>
Na ich ugenie je nutné a stapozna, okrem danych bodoRy,... Ry, aj dotykové vektory
lofy,-.l 11, . Tieto vektory wime pomocou podmienky parametrickej spojitosti @ura
Vv spoji dvoch segmentov:
C?-spojitost: ~ 'h"(1)=""*h"(0).
Vieme, Ze'h"(t) = Hy; (DR, +Hay (R +H g (O +H 5 (t),,\=
E6+12)R, + (6-12 R, + €4 6} + € 2 61),)

a i+lh"(t) = (_6+1Z)Ri+1+ (6_ 12 Ri+2 + 6 4+ 6 I)+:If + ‘(_ 2- f5r)+2' .
Teda! h"(1)=6(R, -R,,)+ 2‘i' + 4i+1' a i+lh"(0) =6(R;,, ~Ri4)- 4.i+1’ - 2i+2"
Z tychto v2’ahov, po dosadeni do podmienky spojitosti 2.derivac

'h"() =" h"(0),i=0,..k— ¢
dostavame suastavu rovnic:

ri'+4ri+1’ +ri+2’:3Ri+2_Ri ), (A
pre vektoryr,,...r,_, . Z&pis pomocou matic:

1 410 .. 0lr,| [3R,-R,)
01 41 ..0: :

0 .. 01 4 1| [3R,~R,)
Tato sUstava reprezentujé-X) rovnic prek+1l neznamychr, r,,..r, .1, . Ozngme
jednotlivé maticeM  rozmerK-1)x(k+1); R rozmerk+1)x1;Q  rozmerk-1)x1.

K jednozngnému ugeniu vektorov ry r,,..0 ., 5, VmaticiR, je potrebné w@it k matici

M inverzni maticu. MaticadM vSak nie je Stvorcova a preto je potrebné ddpjai na
Stvorcovu maticu rozmerk€1)x(k+1) t.j. dopInt’ o dva nenulové riadky. Podobne aj matica
Q sa dopini odva riadky na maticu rozmek+1)x1. Postupy doplnenia zavisia na
vybranych okrajovych podmienkach, ktoré ovplyvniart splajnovej krivky na prvom
a poslednom segmente.

Hermitov splajn je matematickym modelom fyzick&pdajnu a ma niektoré nevyhody.
NajvaSou nevyhodou je to, Ze ak zmenime jeden jehoacadiod tak sa zmeni tvar celej
krivky. Hovorime, Ze splajn _neniékélne riadenid.j. nemdzeme zrekonstruavéas’ krivky




bez toho, aby sme neporusili celt krivku a prettdesplajn nazyvame globalny Hermitov

splajn.
Modelovanie krivky sa realizuje vyberom okrajovymbdmienok.

1. Clamped (fixovany) splajn
Zadané su hodnoty vektorov 1.derivacii ¢iaeocnom a koncovom bodeg, Ry t.).:
I’0' =q, ark' =q

Existuju r6zne moznosti &enia tychto vektorov napr.ako Besselove doige (lit) alebo ich
zadava navrhar péd poziadaviek na tvar - sklon krivky v krajnych botl Ry, Ry.
Maticovy zapis:

10 0 .. Or,| [ag,

M =1 Q (B)
0O .. 0 01 r d,

r,| [1 0 0 . Ofq,
M Q
rk' 0O . 0 O 1 |q,
Teraz vieme opisasSetky segmenty Hermitovho splajnu v tvare:
ih(t) = HO3(t)Ri + H33(t)Ri+1+ H 13‘(t)ri, +H Zi(t)ri + '1’ t D<O’]>

kde i=0,...k-1 (vSetky Udaje sU znadme). & pozname vSetky segmenty Hermitovho
splajnu, pozname aj samotny splajn.

a zo sustavy (B) vypitame

PoznamkaDalsi, aviak menej ,presny* spdsoliemia Hermitovho splajnu (nie je globalny)
je zaloZeny na tom, Ze namiesto dotykovych vektar&vajnych bodoch zadanej postupnosti

tj. r,, r, , zvolime dotykové vektory, a r, a nasledne vyuzijeme ststavu rovnic (A):

I

r0'+41' H 2':3R ;R )= I‘2'=3(R2—R0)—I’0'—41

I

r1'+42' +I'3'=3R s R )= r3' :3(R3—R1)—I’1'—4 2

Tieto Hermitove splajny sa daju lokalne upraubyedadit), lebo kazdy segment zavisi na
svojich hrantnych podmienkach (zmena riadiaceho bodu resp. deéjto vektora zmeni iba
dva segmenty). Aj k& pri konStrukcii splajnu vychadzame iba zo spojitdsderivacii,

Z opisu segmentov je zrejmé, Ze tieto splajny spajité a maju spojité aj prvé derivacie ako
sa pozaduje v definicii splajnu.

2. Prirodzeny (relaxed) splajn
V z&iatocnom a koncovom bodR,, Ry su vektory 2.derivacie parametrického vyjadrenia
krivky nulové t.j. 2. derivacia polynomického vyjathia prvého segmentu v bode= 0
a 2.derivacie posledného segmentu v kodé su rovné-vektoru.
Teda v z&iatosnom bodeRo: °h"(0)=0tj. 3(R,-R,)-2r, -r, =0 ,
potom zavislo$ vektorov 1.derivacie na polohovych vektoroch ddnymodov mdZzeme
zapisé&:

2, +1, =3R R ,).



V poslednom krajnom bodey: **h"()=0tj 3(R,,-R,)+r +2, =0,

teda zavislodvektorov 1.derivacie na polohovych vektoroch dém§odov zapiSeme:
rk-l' + Zk' =3R R 1)-

Teraz maticiM rozSirime o dva riadky, analogicky aj matiQu

I

2 1 0 . Or, 3R,-R,)

M D= Q (©)
0 . 0 1 2| [3R-R)
r,| [2 1 0 0" 3R,-R,)
a zo sustavy (C) vypitame = M Q :
| |0 0 1 2] |3R.-R)

Priklad:

Dal3ie okrajové podmienky:
3. Cyklicky splajn
4. Acyklicky splajn
5. Kvadraticka okrajova podmienka
6. Podmienka 3.derivacie

Algoritmus konStrukcie globalneho Hermitovho splajn

1. vstup: riadiace bodRo,... Rk
vyber okrajovej podmienky a &gnie rovnic pre zvolenu okrajova podmienku

2.
3. sUstava+1 rovnic prek+1 neznamychy, r,,...r,_, 1, aich vyislenie
4. vykreslenie Hermitovych segmentov:

ih(t) = Hos(t)Ri + Hss(t)Ri+1+ H At)l’i' +H 2:(t)ri+ '17 tD<O’]>’ i:0,...k-1
5. vystup: globalny Hermitov splajn.

Vyuzitie Hermitovych splajnov je najma pri digitzdicii takych aplikacii, v ktorych nie je
obtiazne navrhrtisklon krivky. Pre mnohé aplikacie je vyhodnejdiesa sklony (dotykové
vektory) nemusia priamo zaddvaale daju sa ziskaalebo odhadrtliz inych, najastejSie
bodovych déat, alebo z nejakych inych doplnkovyckorimacii ako napriklad kardinalny
splajn, kde sa nevyZaduje zadavanie ziadnych dufyko vektorov resp. derivacii, ale
vypccitaju sa z danych riadiacich bodov a dmpliceho parametra.



KARDINALNE SPLAJNY

Interpola&né kubické splajny, u ktorych sacuju dotykové vektory v krajnych bodoch
segmentov pomocou dvoch fahlych (susednych) riadiacich bodov a nie je potéebadava
ani dotykové vektory na Zetku a konci krivky.

NechV,,V,, ..V, je zadana postupnbbodov priestoriE (EE®), ktorymi
potrebujeme preloZikrivku zloZenu z Hermitovych kubickych segmentBiermitov
segment h(t) sme definovali pomocou dvoch réznych bodaR;.; a vektorovr,, ...,

ktoré boli postavené do ulohy dotykovych vektoradanych bodoch.
Takéto Hermitove segmenty chceme teraz defifigaanocou usporiadanej Stvorice

bodovV,_,V, V., V,,, arealnej konStanty> 0 takto:
* bodV, je z&iatocny a bodV,,, je koncovy bod segmentu:
'h(0)=V, =R, 'h(@®)=V,,,=R,
* zvysne body, _,,V,,, slizia na ufenie dotykovych vektorov :
=1 0) =SV Vi J 1) fid = )=V, V).

Cislos> 0 nazyvame koeficient GmernggiretoZe vyjadruje pomer med4zkami
dotykovych vektorov segmentu v jeho krajnych bodaafzkami uhlopri¢ok Stvoruholnika
V,_V\V,,V,,, proti’ahlych k tymto bodom.

K tomu, aby sme @ili parametrické vyjadrenie segmentu kardinalneplajau,

dosadime do Hermitovho vyjadrenia, presnejSie donggrickej matice krajné body
a dotykové vektory v tychto bodoch tak, ako smevigssie opisali:

1 0 0 O V,
ih(t):[lttztﬂ 0 0 10 Vin
-3 3 -2 -1)|s(Viy —V )
2 -2 1 1] s(Vi,—V)
1 0 0 0fO0 1 O Vi
:[1tt2t3] O3 g 12 O1 0 0 1 Vil _
- -2 -1f|-s 0 s O0]Vig
|12 -2 1 1] 0 -s 0 s|| Vi
[0 1 0o o]V
-s 0 S 0|V
2s s-3 3-2s -g§|V
=S 2-s s2 s||V

1

= [1t t2t3] 'i =T. M. G (X)

1
2

Ziskali sme maticové vyjadrenie polynomického segtu kardinalneho splajn®o
vynasobeni mati€ aM¢ dostaneme riadkovu maticu, ktorej prvky su StymieSavacie
funkcie:

C_,(t)=-st+2sf - st C,(t) =1+ (s-3)f + (2- )P
C,(t) =st+(3-29F+(s-2)¢ C,(t)=-st + st .
Grafy zmieSavacich funkcii pe=1/2. (Hearn 326).




Dve zmieSavacie funkci@(t), Cx(t) su zaporné, funkci€y(t), Cyi(t) su symetrické a pre
vSetky Styri zmieSavacie funkcie plati rozklad jetky t.j. Zfz_lcr (1) =1.

Teda parametricku reprezentaciu segmentu (X) zaygg@mocou zmieSavacich funkcii
a riadiacich bodov:

'o(t) = ZZ“Cr(t)\/Hr ,t0(0,1),s>0.

Modelova’ segment kardinalneho splajnu mézeme pomocou keeficimernosts >

0. Vyjadrime bod segmentu pre v%:
V, +V,, 1[vi +V

1 . V._+V. 1
IC—: + = i+1 __Ti-1 i+2 s=S += - S.
) > AT > } RACEED

Koeficient Gmernosts ovplyviiuje napnutie krivky nad Uskou V,_V, :

* v zasade koeficient umernostndzeme voli f'ubovd’ne sD(O,oo)

» zv&Sovanie hodnoty koeficientu Umernastij. predlZzovanie dotykovych vektorov

v krajnych bodoch vyvolava zmensSovanie odklonukgriad dotygnic, ¢ize ,fahanie” sa
krivky v smere dotykového vektora a tym vznik kekiso slabym napnutim a s moznym
vyskytom guciek.

» pre malé hodnoty koeficientu umernastkrivka iba ,kratko sleduje” dotykovy vektor.
Teda odklon krivky sa zmenSovanim hodnoty paransstratSuje a najvési je pres= 0,

kedy segmentc(t) je Gseka V.V, ,,.

Teraz pristapime ku konstrukcii kardinalneho splajktory bude vytvoreny
z opisanych kardinalnych segmentov .

Nech je dana postuprnosadiacich bodow,,V,, ...V ,. Vytvorime usporiadane
SIS VAVAVARVALVAR VAR VARVA SRR VR VARVAR VIS A VAR VA VAR VA N2 VR Y2
a zistime, ze:
1. segmenty interpolujd boay,, ..., V,_,, tzv. prirodzené ukaienie kardinalneho splajnu
a riadiace body,, V,, su vd'né ukorienia.

i+l

2. podmienky spojitosti pre susedné segmerty) , '*'c(t) a zistime, Ze:
(1°) 'c(1) =Vi,y a'™c(0) = Vi t. 'e(1) 2™c(0) .
V spoji jeC®-spoijitos’ (parametrické spojitd<0.radu)
(2°) 'c'(1) =s(V; .~ Vi) @ "c'(0) =s(Viup - Vi ) 1. 'C(1) 27¢(0) -
Teda v spoji j€" -spojitos’ (parametricka spojitdisl.radu)
(3°)'c"(1) = -V, +2(3 BY, +26 3, +¥ ,a
e"(0) =4V, +26- Yy +2(3 BV~ ¥ ,st)'c"(@) 2 Mc"(0)
V spoji nie je splnena poZiadavkaGfaspojitos’ (parametricka spojitéis2. radu (ani
G?)).
Teda kardinalny splajn je v spojot-spojity t.j. v spoji je parametrick& spojitbs.radu.
3. tvarovaci parameter — koeficient Umernosti pene hodnoty parametsadlostaneme rdézne

kardinalne splajny. Parametgje globalny parameter t.. riadi napnutie kriviownako na
vSetkych segmentoch. Ak vzdialenosti medzi riadimdiodmi su rézne tak, na niektorych



segmentoch globalny parameter (jeden pre celyrgpiapze vyvolé neziaduce napnutia.
Existuju postupy na zaradenie spojite sa meniatedrovacieho parametra.

4. interpolacia vtnych koncovV,, V, sa da zabezpe pomocou nasobnych bodov alebo

fantdmovych bodov:
nasobné body:doplnime postupndésodov o bodyV_, = V, ,V,,, ;= V,. Tym budu

zname $tvoriceV_V V V , pre segmentc(t) aV,_,V,_ V V., pre segment™c(t).

fantomové body: pridanim segmentu®c(t): V_,V VyV , a segmentu

"e(t): V, .V, - MV, ., ziskame interpolaciu Yaych koncovV,,V, . Ak mame

poziadavku na tvar tychto segmentov tak mézZzemeadavéa ako okrajové podmienky.
1. Fixovany (clamped) splajn

Zadané vektory 1. derivacie v bododh,,V, tj. °c'(0)=q, "c'(1)=q,

Vycislime fantdmové body_, : s(V,-V_;) =q (=>V_; =V 1——1q 0
S

Vn+1: S(Vn+l_vn— ]):q n:>Vn +1=V n- 1%

mép
3

2. Prirodzeny (relaxed) splajn
Vektor 2. derivacie v krajnych bodoch je rov®wektoru: °c’(0) =0  "*c"(1) =0.
Teda fantémové body :
%c"(0) =4V, +26- 3y, +2(3 2Y,- ¥, ©

vV, = 4is[— 26- 3Ny~ 2(3- BY, + ¥ ,] =

3 1
=V, - =V, —V,)+=V, -V
TR DEEA PR

n_lc"(l):_gvn—Z +2(3_ 3\)In—l +2$ 'g)n +¥n+l @:
1
Vn+1=4—s[25Vn-2—2(3— 2Y - 26— 3] -

3 1
:Vn—l+2_s(vn _Vn—l)_ EVn _Vn—Z)

Ako sme uviedli koeficient umernossiovplyviiuje napnutie krivky a vieme tento
parameter mefii sD(O,oo). Maximalne napnutie dosiahneme gre 0, ukazuje sa vsak, ze

tento parameters nepredstavuje typické napnutie apreto sa defirmuje kardinalnych
splajnoch parameter napafiatension akos:= (1-T)/2¢o davaT =1-2s.

Hodnotdl = 0 ziskame ak = ¥ a kardinalne splajny s nulovym napnutim Tj= 0
nazyvameCatmull-Rommove splajny alebdverhauserovesplajny (Hearn-Baker, Salomon
253-255, opis konstrukcie).

ESte uvedieme jeden pripad kardinalnych splajiktorg su ich zovSeobecnenim resp.
rozSirenim. Uprednastijem nazov rozSirenie, pretoZze dodavaiiadSie dva parametrb-



bias, c-continuity. Tieto dva parametre poskytd@lSiu flexibilitu pri modelovani tvaru ich
segmentov.
Kochanek — Bartelsovesplajny: nech riadiace body,,,V,,V,,,V,,, su vstupna

datova Stvorica ako pre kardindlny segment . KoekeBartelsove splajny'k(t) maji
nasledovné vstupné podmienky:
« bod 'k(0) =V, je zaiatatny a bod'k (1) =V,,, je koncovy bod segmentu
 vektory dotgnic v krajnych bodoch:

K'(0) = %(H Y @+ b)(E )V, —Viy ¥ (b)E NV, )

K@) = 51T @ D)t )iV, (= D)E eNiip Vi)

kdeT — tension je parameter napatia,

b — bias- parameter predpatia , alebo Sikmosti

C — continuity — parameter spojitosti.
Pod’a Kochanek-Bartelsovej formulacie, derivacie paraicieej reprezenticie nemusiatby
spojité v krajnych bodoch segmentov. Konkrétnejgeametec riadi spojitos dotykového
vektora v hrarinych bodoch segmentu v tom zmysle, zel'ak1 (t.j. s # 0) a parametrg je
priradena nenulova hodnota, tak sklony segmentwkkr ich hranénych bodoch mézu by
nespojité. Parametdr sa pouziva na Upravu Rkesti ohybu segmentu krivky v koncovych
bodoch. Kochanek-Bartelsove splajny sa pouZivajihaodelovanie anim@ych drah. Prudké
zmeny v pohybe objektu mozno simuléveenulovymi hodnotami parametra spojitasti
( Hearn-Baker 325, Salomon 258).



