B-SPLAJNOVE KRIVKY
C2-SPLAIJN APROXIMACNY

Pri B-splajnovych krivkach sa konstruuju ovela flexibilnejie, po Castiach
polynomické funkcie, nazyvané B-splajnové funkcie: ,,B“-basis spline. Je zname, Ze prvy
pracoval s B-splajnovymi funkciami Loba&evskij (19.stor). V roku 1946 Schoenberg vyuZil
B-splajnové funkcie k vyhladzovaniu $tatistickych udajov a odstartoval modernu te6riu
aproximdcie splajnami. Vyznamnou osobnostou v teérii B-splajnov bol Riesenfeld
a praktikom Carl de Boor (1972).

B-splajnova krivka je aproximacna krivka vzhl'adom na riadiaci polygon. Navyse
okrem riadiacich bodov sa pracuje aj s uzlami, ktoré pontikaju dodato¢né modifikacie tvaru

krivky.

B-splajnové krivky

Nech V,,V,, ..., V, je postupnost’ vrcholov v riadiacom polygéne a funkcie N, ,(u)
su B-splajnové funkcie stupna p, u € <a,b> definované na uzlovom vektore
U ={u,, ... ,u,; u, <u,,,m=n+ p+1}. Potom mnoZina bodov v priestore E definovana

predpisom
s(u) = ZH:N,.’p @)V, ue (a,b)
i=0

je B-splajnova krivka stupﬁa- p-
B-splajnové funkcie v, o)

Je niekol’ko sp()s‘obqv ako definovat’ B-splajnové funkcie. Uvedieme rekurentny predpis, ktory
v roku 1972 zaviedli Cox a de Boor.
Dané:

® p-stupeil (rdd = stupei + 1 =p+1), pe N - vetky uvaZované funkcie st stupiia < p

o (a,b) - interval, a <5, defini¢ny obor splajnovych funkcii

® m — prirodzené Cislo aneklesajiica postupnost’ redlnych &isel Uy <u, < ... <u, ;

u—uzly; i=0,1, ...,m
B-splajnova funkcia N, ,(u), i€{0,1, ...,n} stuptia p pre uzlovy vektor U = {ugs ... ,u,}je
definovana Cox — de Boor rekurzivne:
N, (u)= <

1 ak ue <u,.,ui+1)

0 ina¢



u—u U p—U
Ni,p(”)=u _Iu_Nl,p—l(u) + pﬁNiﬂp_l(u) ue(u,.,u

_ i+p+1)
itp % Ui po1 — Uiy

® N, (u)- stuptia 0, je skokové funkcia, ktorej hodnoty st 0, okrem polootvoreného

intervalu u € (u,.,u.ﬂ)

1

* p>0,N,,(u) jelinedrna kombinacia dvoch funkcii stupia p-1:N,, (u)yaN,, )

7,

Vlastnosti B-splajnovych funkcii

—
.

pozitivnost: N, ,(u)>0,pre u e <ui,u

i+p+1)

o

lokélny nosi¢: N, ,(u)=0, pre u ¢ <ui’ui+p+l>
3. diastkové polynomické funkcie: N, ,(u) st Ciastkové polynomické funkcie vytvorené z

(p+1) polynémov stupiia p.

4. rozklad jednotky: pre kazdé u e <u,,u,+]): Z N, (w)=1
J=i=p

5. spojitost’: ak vnutorny uzol u, mé nésobnost’ k,, tak funkcia N, ,(u) je v bode u =1y,

C"™* spojita a viade inde je C” spojité (len mimo uzlov).

6. vyjadrenie B-splajnovych funkcii v monomialnej baze:

te (0,1) - lokélny parameter ~ t = ———— - reparametrizacia

p=0 NiO(t)=1
p=1 Ni—l,l(u)_)NOI([)zl—t
N, (u)_)Nn(t):t
1

p=2 N, (u)_>N02 (t)=-2-(l—2t+t2)

1
N, (u) >Ny (t):§(1+2t_2t2)

1
N, (”)—) Ny, (’)=§t2



p=3  N_;(u)>N,(o) N03(t)=%(l—3t+3t2—t3)
Ni—z,s(u)_)le(t) N13(I)=%(4—6t2+3t3)

Neaa(0) > N (1) Ny =2 0+3143 -3¢

1
Ni,3(u)_)N33(t) N33(t)=‘6"3

7. uzlovy vektor — pre nasledné modelovanie kriviek je dolezité pochopit’ vyznam nasobnych
uzlov; ¢&islo k, - nasobnost’ uzla u,, kolkokrat sa hodnota uzla u, vyskytuje v uzlovej

postupnosti: &, =1 jednoduchy, jednonasobny uzol
k, = p+1 maximélna nasobnost’ uzla

vlastnosti B-splajnovej funkcie na nasobnych uzloch:
k. — p+1 redukuje sa dlzka nosi¢a

B-splajnova funkcia stupiia p je na k,-nasobnych uzloch C”™* spojite diferencovatel'na
(nasobnost’ uzla zniZuje spojitost’ B-splajnovej funkcie)

Pri uzlovom vektore { Uyy ... ,um} budeme hovorit,, Ze je rovnomerny (uniform), t.j. existuje
realne Cislo d =u,,, —u, pre vietky p<i<m-p-1.
V ostatnych pripadoch — nerovnomerny (nonuniform).

B-splajnové krivky stupiia p
B-splajnova krivka stupiia p uréend riadiacimi bodmi V,, V., ...,V (resp. riadiacim

polygénom V,,V,, ...,V )auzlovym vektorom U = {ugs oo sus u, <u,,,,m= n+p+1} je
definovana predpisom:

s(u) = ZN,.’F @)V, ue <a,b>
i=0
kde N, ,(u) - B-splajnové funkcie stuptia p definované na uzlovom vektore U.

Je zrejmé, Ze ak V, =[x,.,y,.,z,.], i=0,1, ...,n, tak
inNi,p(u)
i=0

xl "
sw)=Y|y, |N,,(u)= Zoyiiv[,p(u>
i=0 j=
Z.

1

zn:ZiNi,p(u)
i=0

a teda: x(u) = ix‘N
i=0

i“7ip

(u), y(u)= Zn: YN, ,w), z(u)= i z,N, () je parametrické vyjadrenie
i=0 i=0

B-splajnovej krivky stupnia p.

Vlastnosti i-teho segmentu 's(u) stupiia p, u € <u,,ui+1) pre stupeip=1,2,3, ... :



op=1 'su)=[ N,. l(u)Nl(u)]{ J
1+1

[s(t)=[N0’1(t)]\fl,l(t):|l: J [1- tt]{ } (1-t)V,+tv,,  te{0,1)

1 ;f\\
/ </ \"x
/ ,4"" i \
rovnomerny uzlovy vektor U={0,1,2,3}
Segment ‘s(u) stupiia p=1 je usetka V:Vi1.
iy (1)
ue(u,u,
op=2 'su)=[ N5, (@) N, ,() N ,(w) ]| V.., :
t€(0,1)
‘Ii+2
\"
is(t) = I:No,z(t) N1,2 ) Nz,z(t):l Vi |= No,z(t)Vi +N,, OV, +N, 2OV,
‘7i+2
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rovnomerny uzlovy vektor U={0,1,2,3,4,5}
2
Krajné body segmentu ‘s(¢) = Z N,,®V,, te (0,1}

Jj=0

zadiatok : 's(0) = — (V Vi)

koniec S(l)——( V)

. 1 1 0|V,
Vektor prvej derivéacie:'s'(r) =0 1 ZI]E -2 2 0V,
1 2 1||v,



zadiatok : 's'(0)=V,_, -V,
koniec: 's'(1)=V,,-V

i+1
Vi
ep=3 "s(u)—[N WN_,,w)N_ .(u) N Vi
=[4Viza3 i-2,3 i-13 u) ;,3(“)]
i+2
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rovnomerny uzlovy vektor U={0,1,2,3,4,5,6,7}
3
Vlastnosti segmentu:'s(r) = > N ,,(1)V,,, t<{0,1)
j=0
I 4 1 0]V,
. 1{-3 0 3 0|V,
sO=[1t ¢ £]- "‘
6|3 -6 3 0|V,
-1 3 -3 1||V,
o Krajné body segmentu :
e ; 1 1 V+V,_, ) e
zaciatok: 's(0) = g(V,. +4V,_,+V )=V, + 5(’—2—L —-V,.,,) aje antitazisko

trojuholnika V; Vi1 Vi

l V.. +V

koniec: 's()=V,,+ 3 (’_HE_Ii -V,,,) aje antitazisko trojuholnika Vi1 Vis2 Vius,

3
e Vektor 1.derivacie segmentu: ‘s () =Z N30V,
J

zaiatok: 's'(0) %(V.+2 —V,) aje rovnobezny so spojnicou bodov V,V,,

1

koniec: 's'(1)= %(Vi+3 -V,,,) aje rovnobezny so spojnicou bodov V,,|V,, .



3
e Vektor 2.derivacie segmentu: ‘s"(¢) =z N;5(t) Vo,
j

zadiatok: 's"(0)=(V, -2V, +V,,)=(V, -V, )+(V., -V,

i i+1

) vysledkom je rovnobezZnik

Vi Vit1Vir2 V, ktorého uhlopriecky sa rozpol'uju a teda vektor 2.derivacie méa umiestnenie
ako vektor Vi+1 Vi , Virstred Vi Vg

koniec:'s"(1)=(V,, -2V, + V.)=(V.-V,, )+(Vs - V..,) vysledkom je rovnobeznik

Vit1Vi2Vit3W, ktorého uhlopriecky sa rozpol'ujii a vektor 2.derivacie ma umiestnenie ako
vektor Vi+2 Vi , Vi stred Vit1Viss

Teda, ako sme uviedli, B-splajnova krivka stuptia p, je vytvorena zo segmentov ‘s(u) stuptia p.

B-splajnové krivky- konsStrukcia

L. Nech V,V,, ..,V je postupnost’ vrcholov v riadiacom polygéne . B-splajnova krivka
stupfia p, ma uzlovy vektor U = {uo, ,um},m =n+p+l.
A. U-rovnomerny (uniform) d=u_, —u

Polet segmentov: 's(u) stuphia p, u € <u,., u,,),jen-ptl amaximalny stupeit p = n

t

O

rovnomerny uzlovy vektor U={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

B. U-nerovnomerny, nasobné uzly :
Pocet segmentov: 's(u) stupiia p, u € <u, ,4,,,) sa znizi, maximalna nasobnost’ uzla k;= p+1

Spojitost’ segmentov v bode napojenia je C”™*

C. U - otvoreny: krajné uzly s maximalnou nasobnostou

uzla uy=...=u,; u, ,=..=u,

Zatiatok B-splajnovej krivky  s(u,)=> N, (u,)V,=V,
i=0



koniec B-splajnovej krivky  s(u,_ o) = Z N, ,(u, )V, =V,
i=0

otvoreny uzlovy vektor U={0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4}

B-splajnova krivka stuptia p s(u) = U 's(u), ue <a,b> ma4 nasledujtice vlastnosti:

1° defininy obor funkcii (kriviek) ~ interval D, =(a.b) = (u,.u,_,)

2° lokdlne riadenie: segment krivky definovany na intervale (ur,um) , p<r<m-p-1je

urCeny (len) riadiacimi bodmi V,_ s s Vo

.V, ]
4° spojitost’: Ak k, je nasobnost uzla u =u,, tak s(u) je C*™% spojitd v u = u, a C”spojita

mimo uzlov

5° invariantnost’ vzhladom na afinné transformacie: T [Z N,,p(u)Vi]=ZN,,p(u)T (V)
i=0

i=0

3° konvexny obal: Ak u e (u,,u,+1> ap<r<m-p-1,tak "s(u)e KO[V

r—p3> **

Dalsie moznosti konstrukcie a modifikécie tvaru B-splajnovej krivky
Zmena stupia
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Pis i metatands 21 35






Nisobné vrcholy

rovnomerny uzlovy vektor U={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,1 1}

Kolinearnost’ riadiacich bodov, krivka 3.stupna
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Periodické B-splajnové krivky 2 stuptia
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rovnomerny uzlovy vektor U={0,1,2,3,4,5,6,7,8}




