PLOCHY URCENE OKRAJOM - COONS PATCHES

Autori: Coons - Ford, Detroid,

Gordon - General Motors, Chicago;
Vychadza sa zo siete kriviek, ktora je vyplnena plochou. Dochadza k spojeniu resp. prechodu
medzi krivkami (profilmi) pomocou plochy.

Priamkové (pravitkové, ruled, lofted) plochy.

Dané: e dve priestorové ¢iary C,,C, toho istého parametra u, t.j. C,(u),C,(u), definované na
tom istom intervale (0,1).
e vySetrujeme plochu, ktord ma dané krivky C,,C, za protil'ahlé okrajové krivky:
C,(u)=r(u,0),C,(u)=r(u,1).

Predpokladame, ze pozndme parametrické vyjadrenie danych ciar. VySetrovand plocha ma
,,spojit™ body danych okrajovych kriviek. Tento problém ma nekonecne vel’a rieSeni.
Jedno riesenie je:
e spojit’ body kriviek C,(u),C,(u) pre ta ista hodnotu parametra u tiseckou:
re(u,v) =r(u,0)+v(r(u,1)—r(u,0)) ve(0,1)
1-v
& re(u,v)=[r(u,0) r(u,l)][ v }

Priamkové plochy pripominaju linedrnu interpoléciu ved’ kazda izoparametricka v-Ciara je
usecka. Je potrebné si uvedomit, Ze neinterpolujeme body, ale celé krivky. Na krivky
C,(u)=r(u,0),C,(u) =r(u,1) okrem toho, ze st definované na tom istom intervale <0,1> sa
nekladu Ziadne podmienky.

Ak potrebujeme pracovat’ s inym intervalom ako <0,1> napr. (a, b> , vtedy je potrebné

pouzit’ linearnu interpolaciu: r(u,v) = Ej r(u,a)+ \t;_—a r(u,b).



Dané: e dve priestorové krivky, ozna¢me ich D,, D, , zvolime za v-Ciary :
D,(v) =r(0,v), B, (v) =r(L,v)

e spojit’ body kriviek D, (v), D,(Vv) pre ta istd hodnotu parametra Vv tise¢kou:
Iy (U,v) =r(0,v) +u(r(L,v)—r(0,v)) ue(0,1)

r(0, v)}

& ry(uv)=[1-u u][r(l v



Priklady:
1.Dané st okrajové u-C¢iary: U e <O,1>

r(u,0) = (u,sin(%u), cos(%u))

, U
r(u,) =(u,u ’_E)

2. Dané st okrajové u-Ciary: U € <0,1>
r(u,0) =(u,0,4u(l—u))
r(u,1) = (u,1,sin(2zu))




Konoidné plochy, konoidy RULED SURFACES

Synteticky pristup

Dana je Ciara x = a, priamka p = b arovina ¢ = w. Priamky, ktoré pretinaja ¢iaru a, priamku b
a su rovnobezné s rovinou w vytvoria konoidni plochu-konoid.

Ciara 'x = a, priamka p = b, rovina w - riadiace utvary.

Riadiace prvky:

a — krivka
b — priamka
Cc —rovina @

Podl'a vzéjomnej polohy riadiacej priamky a riadiacej roviny rozdel'ujeme konoidy:

e kolmy
e Sikmy
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Kolmy parabolicky konoid (priklad P3)

Sikmy kruznicovy konoid —
Kupperov konoid (priklad P6)



Analyticky pristup pre kolmy konoid

Nech Oxyz je pravouhly trojhran v priestore E°.
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- Riadiaca ¢iara k =a je u -Krivka, ktora lezi v rovine xz, s parametrickym vyjadrenim:
x=x(u), y=0, z=z(u),uel,

- riadiaca rovina w je rovina yz

- riadiaca priamka p = b lezi v rovine xy, resp. s nou rovnobeznou.

Parametrické rovnice kolmého konoidu :
x(u,v) = x(u)
yu,v) =y"(1-v)
z(u,v) = (2P +v( z(w)—2zP),ueU,ve<0,1>

Typy kolmych konoidov:
Ciara x = a je kruznica je konoid kruZnicovy.

Ciara x = a je elipsa je konoid elipticky.
Ciara x = a je parabola je konoid parabolicky.
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! Riadiace prvky konoidu Kolmy parabolicky konoid (priklad P3)

v kolmej axonometrii



Vizualizacia konoidnvch ploch

Kolmy kruznicovy konoid

Pristavba domu kultary
Ostrava, Ceska republika, 2002

http://www.g-pars.cz/cs/reference/p%C5%99%C3%ADstavba-domu-kultury-ostrava-jih

Kolmy parabolicky konoid

Kostol sv. Cyrila a Metoda
Ostrava, Ceska republika, 1998

Poznamka: Markiza nad vstupom do kostola méa pravdepodobne tvar kolmého parabolického konoidu. Na
zastreSenie je pouzita cast konoidu, ktora neobsahuije riadiacu priamku.



V stavebnej praxi méZeme pouzit konoid na zastreSenie vchodu do budovy.

Na zastreSenie je vhodna ¢ast konoidu medzi priamkou

a parabolou, pripadne aj ¢ast konoidu medzi priamkou
a rovinou a (pozri nasledujuci priklad). /

Kolmé parabolické konoidy

Eugéne Freyssinet
Radiator factory
Dammarie-les-Lys, Francuzsko, 1926-28



Kolmé kruznicové konoidy

Mario Botta
Synagdga Cymbalista
Tel Aviv, Izrael, 1998

Poznamka: Kazda veza je tvorena Styrmi zhodnymi konoidmi. Zakladna veze je Stvorec, ktory plochy
konoidov spajaju s kruznicou.

http://desmena.com/2009/11/cymbalista-synagogue-by-mario-botta/

Autor dizajnu: Rita Botelho
Sound barrier system
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Santiago Calatrava nepouziva vo svojej tvorbe priamky len v statickej polohe, ale v réznych polohach.
Na lavom obrazku st priamky ¢astou konoidu, na pravom obrazku priamky leZia v jednej rovine.

Santiago Calatrava
The Nations Wall
OH 2004 Atény, Grécko JODIDIO, P. Santiago Calatrava Complete Works 1979-2009

Rézne konoidy v jednotlivych fazach otvarania a zatvarania bran

Santiago Calatrava
Sklad firmy Ernsting$ JODIDIO, P. Santiago Calatrava Complete Works 1979-2009



Bilinearne Coonsove zaplaty.
(Bilinearne stmel'ované Coonsove zaplaty)

Dané: e styri priestorové ¢iary C,(u),C,(u),u e <0,1> a D,(v),D,(v),ve <0,1> so spolo¢nymi
rohovymi bodmi (spiiajti podmienku uzavretého okraja t. j.
C,(0) = D,(0).C,(1) = B,(0).C,(0) = D,(1).C, (1) = D, (1))
e vySetrujeme plochu, ktord ma dané krivky C,,C,, D,, D, za protil'ahlé okrajové
krivky:
Ci(u) =r(u,0),C,(u) =r(u,1)
D,(v)=r(O,v),D,(v)=r(Vv).

Vysetrovana plocha ma ,,spojit™* body danych okrajovych kriviek. Pri rieSeni vyuZijeme dve
priamkové plochy:

1-—
re (u,v) =[r(u,0) r(u,l)]{ VV}, u,ve(0,1)x(0,1) , ktora interpoluje C-krivky a plochu

r(o,v)

rp(u,v) =[1-u U]L(l "

}, u,ve <O,1> X <0,1> , ktora interpoluje D-Krivky.
Ani jedna z ploch r. (u,V), ry(u,v) neinterpoluje vSetky Styri dané krivky. Tuto vlastnost
nema ani plocha r; (u,v) +r,(u,v), ale ma ju plocha

ru,v) =re(U,v)+r,(u,v) —rep(u,v), u,ve(0,1)x(0,1)



kde r.,(u,v) je bilinearny interpolant rohovych bodov.
ZapiSeme vyjadrenie plochy:

. 0 0,0) r(0.1)]1-
U RCTR I ST [ R e i

r0,0) r(@,v) r(0,)|/1-v
< [1-u -1 u]{r(u,0) r(u,v) r@l)| -1 (=0
r,0) r@Lv) r@d | v

Této plocha nie je bilinearna ( nie je tu st€in linearnych funkcii), ndzov stvisi s konstrukciou
plochy. Funkcie 1-u, u, 1-v, v st zmieSavacie funkcie.

Priklady:

1.Dané st okrajové uU-, v- &iary: u,ve(0,1)x(0,1)
r(u,0) = (u,u®,1-u)

ru,l)=(Uu+1Lu*-12-u)

r(0,v) = (v,~v?,v+1)

r(L,v) =(1+v,1-v?,v)




2. Dané su okrajové U-, v- Siary: u,ve(0,1)x(0,1)
r(u,0)=(u,0,0)

r(u,1) =(u,1,2u)

r(0,v) =(0,v,0)

r,v)=(@1v,2v)




Ciastkovo bikubické Coonsove zaplaty.
(Ciastkovo bikubicky stmel'ované Coonsove zaplaty)

Na konstrukciu bilinearnych Coonsovych zéaplat sme pouzili funkcie 1-u, u, 1-v, v. Derivacie
tychto funkcii su konstanty, co sposobuje problémy pri spajani dvoch Coonsovych zéplat
pozdiz hraniénych kriviek. Preto na konstrukciu Coonsovych zaplat moZno pouzit' aj iné
zmieSavacie funkcie f,(u), f,(u), g,(v), g,(v), ktoré viak musia spinat’ podmienky :

)+ () =1
9,(vV) +9,(v) =1
f,(0)=0,(0)=1

fl(l) = 91(1) =0
Zmiesavacie funkcie f,(u), f,(u), g,(v), 9,(v) maju vplyv na tvar Coonsovej zaplaty.

)

Niektoré navrhové systémy umoziuju menit’ zmieSavacie funkcie a tak ziskat’ Siroku triedu
Coonsovych zéplat.
Poziadavkam (I) vyhovujii dva Hermitove polynémy : H,(t) =1-3t° + 2t H,,(t) = 3t* - 2t°,
ktoré postavime do ulohy zmiesavacich funkcii f,(u), f,(u), g,(v), 9,(v):

f (U)=Hy(u) =1-3u®+2u®

f,(u) = Hy(u) =3u®-2u®

0,(V) = Hg (V) =1-3v2 + 2v°

g, (v) = Hy(v) =3v2 —2v°
Zapis Ciastkovej bikubickej Coonsovej zaplaty:

r(0,v)
rid,v)

Hos(V)

rmw=hwo)rwﬁﬂH(w r@ﬂ)r@DﬂHdW}

:|_[HO3(U) H33(u)]{r(1, 0) r(l,l) H33(V)

}+[H%w> H%wn{

r0,0) r(,v) r(0,1) || Hy(v)
& [He) -1 HyW]ir@,0) r(,v) rul| -1 |=0
rcLo) r@v) r@l) || Hy(v)



Priklady:

1.Dané st okrajové u-, v- Ciary: U,V e <O,1>X<O,l>
r(u,0) =(u,0,0)

ru,l) =(u,12u)

r(o,v) =(0,v,0)

rLv)=@1v,2v)




Bikubické Coonsove zaplaty
( Bikubicky stmel'ované Coonsove zaplaty)
Bikubicka Hermitova interpola¢na zaplata

Konstrukcia hladkych zlozenych zéplat si vyzaduje, aby zéaplaty neboli konstruované
len z hrani¢nych kriviek, ale aj z vektorovych funkcii, ktoré reprezentujt derivacie v smeroch
prieCnych k tymto hraniciam ( podobne ako je to u Hermitovej kubiky, kde su dané nielen
krajné body, ale aj derivacie v nich).

Pri vytvarani zaplaty budeme uvazovat, ze kazda okrajova krivka je Hermitova kubika:

I?0

R,
r(t):[Hoa(t) Ha(t)  Hy(t) st(t)] ¢ te<0,l>.

L o
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Bikubickt Coonsovu zaplatu definujeme :
r(0,0) r(01) r(00) r(01) | Hg(v)
r@0 r@) r@0) r@l || Hs;v)
r,(0,0) r,(01) r,(©0,0) r, (01| H;(V)
r,40) r,@¢1) r,L0) r,@D) || Hy()
G

r(qu):[Hos(u) Hsa(u) Hls(u) st(u)]

resp.

r(0,0) r(0,0) r(0,1) r(01) || Hy(v)
r,(0,0) r,(©0,0) r, (01 r, (01| Hy(v)
r,40) r,@40) r,@1) r, @1 | Hy(v)
rcod) r@o) r,@y) r@1) (| Hy(v)

r(qu):[Hos(u) HlS(u) H23(U) Hss(u)]

G - matica mapy zaplaty ma 16 vektorov, mozno ju rozdelit’' na 4 submatice- sekcie:
- sekcia rohovych bodov

- sekcia vektorov doty¢nic v smere v v rohovych bodoch zéplaty

- sekcia vektorov doty¢nic v smere u v rohovych bodoch zaplaty

- sekcia vektorov twistov v rohovych bodoch zaplaty

V pripade, Ze sekcia vektorov twistov je nulova, hovorime o 12-vektorovej Coonsovej
zaplate, resp. Fergusonovej zdaplate. Ak aspon jeden vektor twistu je nenulovy, tak rovnica
opisuje 16-vektorovii Coonsovu zdplatu resp. bikubicki Coonsovu zaplatu resp. Hermitovu
bikubicku interpolacnu zdplatu. VSimnime si, ze vstupnymi datami si rozne vektory
v rohovych bodoch a nie okrajové ¢iary ako pri predchadzajucich Coonsovych plochéch.



Priklad:
1.Dané su:

® Styri rohové body: r(0,0)=(0,0,1), r(1,0) =(1,0,1), r(0,1) =(0,1,0), r(1.1) = (1L 10)
e vektory derivacii v smere u vV rohovych bodoch:
r,(0,0)=(0,0), r,(1,0)=(10,0), r,(0,1)=(0,0), r,(1,1) =(1,0,0)
e vektory derivacii v smere v v rohovych bodoch:
r,(0,0)=(0,14,-1), r,(1,0)=(0,1,0), r,(0,1) =(0,1,0), r,(1,1) =(0,1,0)
e vektory twistov v rohovych bodoch: Fergusonova zaplata.

o°r(u,v)
uov |

Geometricky vyznam vektora twistu

Fergusonova plocha, ktorej okraj tvoria strany jednotkového Stvorca v rovine xy,
vektory derivacii v smere U v rohovych bodoch:

r,(0,0)=(0,0), r,(1,0)=(1,0,0), r,(0,1) =(10,0), r,(1,1) = (1,0,0)

vektory derivacii v smere v v rohovych bodoch:

r,(0,0)=(0,1,0), r,(1,0) =(0,1,0), r,(0,1) =(0,1,0), r,(1,2) = (0,1,0)

ma parametrické vyjadrenie: x(u, v) = u, y(u,v) =v, z(u,v) =0, u,ve(0,1)x(0,1).



Teda je to Stvorec a jeho vnutro, izoparametrické ¢iary oboch sustav st Gsecky.

Nech vstupné data st rovnaké (rohové body, 1.derivécie), ale sekcia twistov ma vektory
r,,(0,0)=(0,0,T),T #0,1,,1L0)=r,,(0,1) =1, 1L 1) = (0,0,0) .

Parametrické vyjadrenie 16-vektorovej Coonsovej zaplaty:

X(u,v) =u

y(u,v) =v

z(u,v) =T.H;(U).H,(v) =T.(u—2u? +u®)(v—2v* +Vv®) , u, ve(0,1)x(0,1).

Pre rozne hodnoty T (obr. T = 10, 20) ziskame rozne Coonsove plochy. Nenulovy vektor twistu
v rohovom bode vyvola ,,vyklonenie® plochy v okoli rohového bodu. Izoparametrické Ciary
oboch sustav st kubické krivky. Existuju rozne metddy, ktorymi sa urcuju vektory twistov
(napr. Bessel, Adini).



