2.3 APROXIMACNE SPLAINY
2

.1. CIASTKOVY BEZIEROV SPLAJN

1.ZloZené Bezierove kubiky

Opis krivky zlozitého tvaru (s velkym poctom riadiacich bodov) si vyZaduje Bezierovu
krivku vysokého stupfia, €o je nevyhodné najmid znumerickych dévodov anavyie &asto
jednoduchy Bezierov obluk nespifia poZiadavky “dobrej” aproximécie riadiaceho polygénu.
RieSenim méZu byt zloZené Bezierove krivky, ktoré s vytvorené zo segmentov jednoduchych
Bezicrovych oblukov, v naSom pripade Bezierovych kubik, pri splneni podmienok ich hladkého
spojenia — “zo§itia”.

Nech ’S je segment Bezierovej kn'vky 3° s riadiacimi bodmi °V,,’ V,,’ V,,° V,:
’S: "= B,(1)°V, te(0,1).
Ulohou je na tito krivku %S hladko napopt’ ini Bezierovu krivku 3°:
'S: (=3 B,(t)'V, te(0,1)
ktorej riadiace body budii 'V,,'V,,' V,,' V, . Tieto riadiace body 'V,,'V,,' V,,! V, vy&islime a to
na zéklade podmienok geometrickej spojitosti:

(1°) geometricka spojitost’ 0. radu G° -spojitost’ (polohova spojitost’):
'b(0)="b(1) & 'Vi="v;

(2°) geometricka spojitost’ 1.radu Gl-spojitost’ (doty€nicova spojitost):
'B'0)=41D1),[1>0 & 'Vi="V5+ B1(V;-V))
Bod 'V, je bodom priamky °V,’V; .

(3°) geometricka spojitost 2.radu G*-spojitost’ (krivostova spojitost’):
'b"(0) = A1*°b"()+ A2°b'() &
'V, =812V, + (281281 --;-/32 YV, + (14281+p12 +%,B2 ) V5

Riadiaci bod 'V, je uréeny pomocou bodov °V,,’ V,,’ V, .
Teda pri zabezpe&eni geometrickej spoj 1tost1 2.radu zostava ndm vol’ba jedného riadiaceho bodu
ato 'V, pre napajany Bezierov segment b(t)

Je pravda, Ze moznost’ vol'by parametrov S1, A2 poniika modelovat’ krivku najmi v okoli
napojenia dvoch segmentov. Pri praktickych aplikdciach sa siaha k “tvrdSej” poziadavke a takou
je parametricka spojitost' t.j. f1=1, A2 =0.

(1°°) parametricka spojitost’ 0. radu C-spojitost’ :
'b(0)="p(1) & 'V,="Vv;

(2°°) parametricka spojitost’ 1.radu Cl-spojitost’ :




B(0)=b(1) & Vi ="Vy+(V3-Vy) &= %(‘VIJr )
Bod °V; je stred usecky °V,'V, .

(3°°) parametrické spojitost’ 2.radu C-spojitost’ :
'b"(0)="b"(1) & 'V, =V, +4(°V;-V;)
Riadiaci bod 'V, leZi na priamke prechadzajiicej bodom °V; a rovnobeznej
s priamkou OV20V3.

2. Reprezenticia ¢iastkového Bezierovho splajnu

Teraz ked’ pozndme postup vycisl'ovania vrcholov riadiacich polygénov pre Bezierove
krivky 3°, mdzeme prejst’ k splajnom, ktoré buda vytvorené zo segmentov Bezierovych kubik.

Splajnova krivka S=S(u) je spojity obraz systému intervalov definovanych postupnostou
up< wi<.. < u;, do priestoru E( EZ, E ) taky, Ze kazdy z intervalov (ui,uiH), i=0,1,.,L-1, sa
zobrazi na Bezierovu krivku 3°.

Prvky postupnosti {u,.}f:0 st uzly a kazdej hodnote wu e (u,,u,) prislicha bod S(u) na
splajne. Parameter u sa nazyva globalny parameter. Okrem globalneho parametra mozno bod S(u)
opisat’ aj pomocou lokélneho parametra t€ (0,1) t.j. kukazdému ue (u,,u,,) existuje te (0,1),

u—u, _u-—u,
i+ T U - Ai .

Ak pracujeme s celym splajnom, tak je vyhodnejiie pouzivat’ globalny parameter u € (uy,u; ).
Naopak, ak pracujeme len s nicktorym jeho segmentom, tak je vyhodnejsie pracovat’ s lokdlnym
parametrom. Budeme pouZivat’ oznaenie s(u) =" s(z).

ktory ziskame ¢ =
u

Lokalne stiradnice st vyhodné pri derivaciach:
ds(u) _d'sqydr _1.ds(t) 1,
du dt du A, dt A,

d’s(u) 1.,,.,
={(— ! t
i ( A )" 's°(?)

i

1. derivacia

s'(1)

2. derivacia

Body s(ui+1) =" s(1) ="' s(0), i=0,..,L-2, sanazyvaji spojovacie body , kratko spoje na
Bezierovom splajne.
Suhrn Bezierovych riadiacich polygonov vsetkych segmentov sa nazyva Ciastkovy Bezierov

polygén.




Teraz bude lohou urdit — vypocitat’ vrcholy riadiacich polygénov pre kazdy segment tak,
aby v spojoch boli splnené poZziadavky na spojitost’ vyslednej krivky — splajnu.
Nech st dané dve Bezierove kubiky:

°S: ) ="b(VoVi V2 V3), ue (ug,u)

]SZ 1b(u) = lb (V3 V4Vs Vs), ue <u1,u2>, uo< U1< Uy

C® —spojitost’:
krivka s(u)="S U'S, ue (uy,u,), je v bode u=u; C°-spojita <
& )|y ="50] © Vi=V;

Os()| o0, = "s(u)

u=u u=u

C' —spojitost’:
krivka s(u) =S U S, ue (uy,u,), je vbode u=u; C' -spojité «>

d's(u)| _d's@)
du | du

1 0.2 1 1.7
., & t),,=—"S(t
= AO S( )|t—-1 Al S( )lt:() g

A A
=3 L3(V3-—V2)=—1—3(V4—V3)4:>V3 = LV, + .
AO A1 AO + A] A0 + Al
Tuto vlastnost méZeme interpretovat’ geometricky : riadiace body V; V3 V, musia byt’ kolinedrne

a musi platit’ deliaci pomer: ratio(V, V3 V4)=%. (Ak A, =A, =1, tak bod V3 je stred tsecky

1

v,.

VaVa).

C? -spojitost’:
krivka s(u) ="S U 'S, ue <u0,u2> , je v bode u= u; C* -spojita (C' +spojitost’ 2.derivécic)

spojitost’ 2.derivacie

d*’s(u) d*'s(u)
2

1 ” 1 »
du’ u=u du u=u, & (ZA_O)ZOS (t)|t=1 = (Z)ZIS (t)|t=0

= (Ai)23.2(v3 -2V, +V)= (Ai)23.2(v3 -2V, +V,)
0 1 :

Po algebrickych upravach dostaneme: v T

—l—&‘—Vl+A°+A1V2=A"+A'V4—é£V5 ' X)

A, A, A, A

Kazd4 strana vyjadrenia (X) uréuje bod. Pre lavu stranu je to bod D. a pravii stranu D t.j.:

p =My Aty p Athy Ay (XX)

AO 0 1 A1

Podmienka parametrickej spojitosti 2.radu poZaduje totoznost’ bodov D.= D, ktory nazveme D
a upravou (XX) dostaneme




Ay

A pi B
Aj+A, A +A,

YTUAFA, AGFA,
A
A

Da

V,= v,.

|
Navyse platia deliace pomery: ratio(V, V, 11) = ratio(DV, Vs) =

Teda krivka s(u) =S U 'S je v bode u= u; C*-spojitd & ak je

A

1.C'-spojitd <V, V; Vst kolinedrne a ratio(Vy V3 Vi) :A_O
1

A
2. existuje bod D tak, Ze plati: ratio(Vy V; D) = ratio(DV4 Vs) =A—°

1

3. VydislPovacie algoritmy \

e Najskor k zadanej postupnosti bodov ur#ime riadiace body pre Bezierove segmenty podla
poziadaviek na rad spojitosti, ktoré ozna&ime V...,V .

e Niésledne ka?dy segment Bezierovej kubiky urdeny §tvoricou riadiacich bodov je vydisleny
Casteljau algoritmom (podrobnejsie spracovz#né vo Farinovi).



2.3.2. BETA-SPLAINOVE KRIVKY, G*-SPLAJN

Autor: Brian BARSKY: Computer Graphics‘ and Geometric Modeling Using Beta-splines (1988)

1.Reprezenticia Beta-splajnovej krivky |
Nech je zadana postupnost’ riadiacich V...,V bodov v priestore E (E*, E%).
[S-splajnova krivka je po Castiach polynomicka krivka 3° vytvorena zo segmentov :
‘Q(BLALN=Y 0, (BLB2OV,,, te(01),
kde zmieSavacie funkcie Q.(B1, B2,t),j=0,1,2,3 si urlené tak, aby v spop dvoch segmentov
bola splnena geometricka spojitost’ 2.radu. ® oo wior . \

-

Ozna¢me dva susedné segmenty: 3 s
‘WBLA2LH=Y O, (BLA2LHY,,; a Ta(BLA2LN=Y. OBl ﬁz Vs -
Kazda zmieSavacia funkcia Q, (B1,B82,1),j=0,1,2,3 je funkciou A1, A2 a parametra #:

Q,(BL, B2,t) =c,,(BL, f2) +c,;(BL, B2t +c,;(BL B2 +c;,(B1, f2)F ,t€ (0,1), j =0,1,2,3,
a koeficienty ¢, ( AL 52),g=0,1,2,3,7=0,1,2,3, uréime z podmienok geometrickej spojitosti:

¢ polohové spojitost’ G'-spajitost’: PP T
"q(B1,42,0)="q(B1, f2.1) fe Y AR
2O BLALOY, =Y O BLBLI,, - e

o doty&nicové spojitost’ G* -spojitost’:
"q'(B1,52,0)= B'q(BLA2.1), f1>0 :
> 00 (BLB2OWV, . =AY, 0/ (BL A2V, , Bl >0
e krivostové spojitost G*-spojitost’:
"q"(81,82,0)= B1*'q"(BL, B2,) + f2'q'(BL B2,1)
Z .9, (BLB2,0)V, ., ‘ﬁlzz 0, (B1,B2,1) ,+,+ﬂ22 .0, (BLALDV,, .

Tieto tri podmienky zabezpecia 15 rovnic a doplnenim poZiadavky:
e rozklad jednotky:

Zj_=o 0,(B1.A2.0=1
ziskame 16 rovnic pre 16 neznamych c (f1,52),g2=0,1,2,3,7=0,1,2,3. RieSenim ststavy
rovnic st koeficienty ¢ (f1,/52),g=0,1,2,3,j=0,1,2,3 a funkcie Qj(,Bl,,B2,t),j =0,1,2,3

mdzeme zapisat’:

0,(BL, B2,1) =—;:(2,BI3 _6BT1+ 6B —281F)
0,(pL,B2,1)= —;—[(4,15’12 +4B1+ B2)+ (61 - 68t —3(2 81 + 281" + B2)* + 2(B1’ + BT’ + Bl + B2)t’ |

0, (81, B2,1) _—[2+6ﬂ1z+3(2ﬂ12 +B2)* = 2B + Bl + f2+1) ]



0.(B1, B2.1) =é2t3, kde §=2f1 +4A1 + 481+ B2+2 %0

Teda i- ty segment je opisany pomocou zmieSavacich funkcii 0,(B1,B21),j=0,1,2,32
riadiacich bodov V,; Vi Vi Via:
'q(BL B2,1) = 0, (B1, 2,0V, + O, (81, B2,t)V,., + O, (BL, B2,0)V,,, + O, (B, B2,1)V,,; .

K maticovému vyjadreniu A-splajnového segmentu pouZijeme zapis zmieSavacich funkcii
pomocou monomialnej bazy:

281 481 +481+ 52 2 0| V,

iq(t)z[l ;P ta}l —61° 6B81(A -1) 651 01l Viur |_
S| 681 3281 +281*+ 2) 32817 + 52) 0] V.,
=281 2BY+ B+ B+ B2) 21+ 1+ F2+1) 2| V.,

=T .Mg.Gg

kde matica My je maticou koeficientov S-splajnového segmentu a geometrickd matica Gg ma
vstupnu datovi tvoricu V; Vi Vg Vis.

Vlastnosti segmentu F-spiajnovej krivky:
* Krajné body segmentu ‘q(1,62,0)=3""_ 0,(BL A2}V,

+j °

zadiatok : ‘q(f1, 52,0) =-;—[2ﬂ13vi +(4B1 +4B1+ f2)V,,, +2V,,, |

koniee : 'q(1, B2.1) =< [ 281V, + (BT +4f1+ f2)V,, +2,,]
Pre A1 >0, 42 >0 s to vnutorné body trojuholnika V; Vi1 Viiy a Vi Viy Vis, umiestnenie
zavisi na hodnotach parametrov f1, 52.
® Konvexny obal: kazd4 zo zmieSavacich funkcii Q (81, B2,1),j=0,1,2,3 pre t€ <0,1> afl>0,

B2 2 0 nadobuda nezdporné hodnoty a zmieSavacie funkcie tvoria rozklad jednotky, teda bod
segmentu je konvexnou kombinaciou riadiacich bodov a segment leZ{ v ich konvexnom obale.

Ukonéenie S-splajnovej krivky
Pre riadiaci polygén V,,...,V, je fsplajnova krivka vytvorena z n-2 segmentov:

"q(B1, B2,0),...,"q(BL, B2,t)
so zadiatkom v bode: °q(/1, 52,0) =%[2 BUV, + (4B +4 51+ B2)V, +2V, |

a poslednym bodom "q(f1, £2,1) =-;-[2 BEV,, + (41 +4B1+ B2)V,  +2V, ].

Iné ukoncenie krivky sa ziska pomocou nasobnych alebo fantémovych bodov.




Technika nasobnych bodov:
e dvojnisobné body: pridany segment ~'q(A1, 2,f)ma riadiace body V., =V,V,V,V, a

segment "2q(B1, 82,t) je uréeny bodmi V,_, V. V. 'V =V a Bsplajnova krivka za¢ina v

2061°
‘; V.- V).

e trojndsobné body: pridany segment ~q(fl,/52,/) ma riadiace body V,=V_=V,,V, a

bode ~'q(AL1, £2,0) =V°+3(Vl -V,) akoné&i vbode "*q(A1, f2,1) =V, +

segment ""'q(S1, 2,f) je uréeny bodmi V,_,V =V =V _ vtomto pripade S-splajnova
krivka zagina v bode ~q(/A1, 2,0) =V, a kon&i v bode 'lq( BLB2,1)=V .

Technika fantomovych bodov: vyuZiva doplnenie riadiaceho bodu V_; na zagiatku a bodu V,+1na
konci postupnosti riadiacich bodov. Vyber okrajovych podmienok ovplyvni tvar krivky na
prvych a poslednych segmentoch.

1. fixovany (clamped) na vyber krajnych bodov

2. fixovany (clamped) Specifikicia vektora 1.derivacie

3. prirodzeny splajn

2. Modelovanie #splajnovych kriviek: geometricky vyznam tvarovacich parametrov (globélne
parametre )

[1-bias, predpitie

Zo vztahu "'q'(S1,2,0)= Bl'q'(B1, B2,1) vyplyva, 2¢ Bl=

"'q(B1, 52,0)
'q'(BLB2D)

velkosti vektorov 1.derivacie susednych segmentov krivky v ich spoji. ‘

*Ak hodnoty 81 > 1, tak (i+1)-vy segment krivky sa pritahuje blizsie k SpolocneJ doty¢nici ako
segment i-ty.

e Pre hodnoty 0< #1<1 je to obratene.

* Ak f1=1, tak je odklon od doty¢nice v okoli spoja rovnaky.

tj. Al je pomer

[2-tension, napitie
Oznacme spoje krivky S, t.j. polozime "“'q(f1, #2,0) =S, = 'q(A1, £2,1)
ateda iq(Bl, B2,1) —{2/313 t (@AY +4B1+ B2)V,, +2V,,, ] =8,

Predpokladajme, Ze parameter A1 je konitanta napr. Fl=1 adefinujme nasledovné
parametre: k=6 - 2 =2 +4 81" +481+2 a K:=281V, +(4B1* +4B1)V, ,+2V,,,

i+2
1

Potom pre spoj S; plati: S. —k——ﬂ—[K +B82v,,].

Urtime vektor Vi, S; tj. S,-V., —-7;1—‘35[K +kV,,,].

Z tejto rovnosti vyplyvajii nasledovné zavery:

* Ak 2> 0, tak (1/(k+/22) — 0 a spoj S; sa priblizuje k ,,svojmu* riadiacemu vrcholu Vi,




* Ak A2 < 0, tak ziskame podobny efekt ako pre A2 > 0, aviak niektoré zmieSavacie funkcie
mo6zu byt zéporné a segment nepadne do konvexného obalu riadiacich bodov a méze mat i
slucku.

e Ak 82 — - k, tak (1/ | k+p2 | — coabod §;sa odtlaca od riadiaceho bodu V.

VSimnime si, ze vektor S, -V, ,,v podstate* nezavisi na parametri /2, okrem menovatel'a k+/2.
To znamend, ze vektor S, -V, ma smer nezavisly od 2. Znamena to, Ze ak modifikujeme A2,
tak sa ment iba vzdialenost’ medzi bodmi nimi uréeného vektora. Teda tiprava hodnoty A2 v spoji
ma za nasledok pritahovanie/odtlacanie tohto spoja od prislusného riadiaceho bodu po spojnici
Visz S;. Teda parameter B2 obstardva mechanizmus modelovania napnutia S-splajnu. Viésia
hodnota A2 uréuje prilichavii — napnut krivku s minimalnym poétom inflexnych bodov.

3.VydisPovanie f-splajnovych kriviek

Pri vycislovani [-splajnovych segmentov 'q(f1,/52,t)= ijo Q,(BLB2,1)V,,,, te (0,1} sa
vyuziva ich prepis na Bezierov kubiky, presnejsie na Gz-spojité zlozené Bezierove kubiky — tzv.
The Farin-Boehm construction.

Predpokladajme, Ze mame dany riadiaci polygon uréeny S-splajnovymi riadiacimi bodmi
v,,...,V adve  skupiny  tvarovacich  parametrov  B1={Bl.,A1,..B1,} a

n

B2={p2,.52,....2,}. Teda neberieme hodnoty Sl, /2 globalne, ale lokilne pre kady

segment.
Z tychto dvoch skupin parametrov skonstruujeme postupnost’

y = 2(1+ 1)

" B2, +2B81,(+ A1)
pre i = 0,1,..,n aztychto dat vytvorime dve skupiny Bezierovych riadiacich bodov, ktoré
opiSeme graficky aj matematicky:

a) na kazdej strane V; Vi, i = 0,1,...,n-1, priradime dva tzv. vnitorné Bezierove body Wi,
W (pricom Wy;, W, > nebudi nés zaujimat’), pre ktoré plati:

ratio(V,W,V,,,) =

W, -V . -

e T a etV WV, = a1t
V=W, 1+,61i+| i+l Vf+1_ i2 ﬂli-ﬂ Yis
Teda m6zeme ich vyjadrit:

w = WAL V7V - Bz Y+ 1+ )V,

! 1+ BL, % +7, i 1+ 812, ¥ +7,

,i=0,1,....n-1.

b) na kazdej strane Wy, Wiy 1, i=1,...,n-2, skonstruujeme jeden spojovaci Bezierov bod
W,'3 = W,'+1’() takto:



. Ws-W, _ 1
ratio(W, W, Wm)—VVI:I “]213\=ﬂ1i+1 <:>:51;+1(VV;3 W) =(W, i+1,1 - W)
Z toho vyplyva 3
W,=W,, = (WM1 +BL W), i=1,..n2.

1+ﬂ11+1

Spojovacie Bezierove body W;; = Wy, spolu s vaitornymi bodmi W, Wy uréia n-2
Bezierovych kriviek ‘b(f) urCenych datovymi Stvoricami [Wi, Wy, Wi, Wil i = 0,1,...,n-2,
ktoré sl navzajom pospajané spojovacimi riadiacimi bodmi W;,, W; do C° spojitej spla_]novej
krivky. Ale vieme dokazat, Ze splajnova krivka je G*-spojita a Jjej segmenty — Bezierove kubiky
s riadiacimi bodmi [Wjo, Wi, Wi, W;3] vygislime Casteljau algoritmom.

Parametre [S1;, 42; st priradené spojom  krivky (body W;3 = Wy10) a lokédlne ovplyvituju tvar
krivky v okoli spoja (medzi spoje zarad'ujeme aj za&iatoény a koncovy bod riadiaceho polygénu).

Specialny pripad lokélnych B-splajnovych kriviek su globalne B-splajnové krivky. Tie
dostaneme ak polozime Bl1,= Bl a [2;= 2, pre vietky i = 0,1,...,n, a to st S-splajnové krivky,
ktorych vytvorenie a modelovanie sme uZ opisali.




